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Metode Numerice — Lucrarea nr. 9

INTEGRAREA SI DERIVAREA NUMERCA
AFUNCTIILOR REALE

Modelul matematic si metodele numerice utilizate
Cuadratura este o procedura numericd prin care valoarea unei integrale definite _[: f (X)dx

este aproximata folosind informatii despre integrand numai in anumite puncte (de exemplu se
cunosc valorile functiei in puncte pe baza unor masuratori experimentale). Pentru rezolvarea
problemelor enuntate se pot utiliza urmatoarele metode de integrare numerica:

» Metode de integrare clasice de tip Newton-Cotes (metoda trapezelor, metoda Simpson);

» Metode de integrare generalizate de tip Newton-Coétes (metoda trapezelor generalizata,
metoda Simpson generalizatd);

» Metode de integrare de tip Romberg;

» Metode de integrare clasice de tip Gauss.

Metode de integrare de tip Newton-Cotes

Se considera functia f :[a,b]— R continua pe intervalul [a,b] pentru care se doreste

b .. . -
aproximarea numerica a valorii integralei | =J‘ f (x)dx atunci cand integrala nu poate fi direct
a

calculabild sau functia este cunoscutd doar in cele n+1 puncte distincte, adicd in nodurile
Xy, = f(x)i=0,..,n, x elab], aceste situatii fiind caracteristice si aplicatiilor din
ingineria electrica. Se utilizeaza aproximarea functiei f(x) prin polinoame de interpolare de tip
Lagrange f(x)=L,(x)+R,(x), punctele date in intervalul [a,b] fiind echidistante, cu pasul de

discretizareh = x;,, — x;, primul si ultimul punct corespunzénd capetelor intervalului [a,b],
_b-a

-
Formula de cuadratura (integrare numerica) Newton-Cotes este:

n | f(n+1) (i(x))
{H(X—Xn)w dx @

i=0

a=Xy <X <X, <..<X,,; <X,=b, X, =a+k-h, h

b[ n b
I :j:f(x)dx :j: Ln(x)dx+f:Rn(x)dx :I{Zf(xi)wi (x)}dx+]

ali=0 a
unde: & este un punct intermediar din cel mai mic interval care contine nodurile X, X;,..., X,,

si £(x)e[a,b] pentru orice x.
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Tn continuare se vor considera cazurile in care formulele se deduc utilizand functiile
Lagrange de interpolare de ordinul I (formula trapezului) si de ordinul Il (formula lui Simpson)
cu nodurile echidistante. Aceste formule au fost numite de Gautschi ca si ,,caii de bataie” ai
integrarii numerice ele facandu-si foarte bine treaba atunci cand intervalul de integrare este
marginit si integrandul este neproblematic.

Metoda de integrare a trapezelor

Formula clasica a trapezelor rezulta prin particularizarea cea mai simpla a versiunii clasice
a metodei Newton-Cotes, pentru n=1. Deci este 0 aplicatie directa a interpolarii liniare Lagrange
n doua puncte. Se cunoaste functia in doud noduri x, =a, x, =b = f(x,), f(x,); h=(b-a),

b
si se doreste calculul aproximativ al integralei definite If(x):ix, utilizand polinomul liniar de
a

interpolare Lagrange adica scriind functia f(X)z Ll(X)+ Rl(X). Deci integrala calculata cu

formula trapezului este:
b b b
I f(x)dx = j L, (x)dx +I R, (x)dx

|
ITrapez ( f ) ITrapez (Ll) EroareTrapez

unde: X, =a <& < x, =b restul si polinomul de interpolare Lagrange de ordinul I sunt:

)

(&) _ < _ X-b X—a
R0 =5 7 )b L) =20 (0 1) = S @+ —10)
X, =b
Deci integrand polinomul Lagrange si restul se obtine formula trapezului:
e ()= 1000 = 222 a) - 1) 2L 1)
Trapez 2 12 ' (4)

a

Eroarer e,

Daca exista M2>0 astfel Tncat

f'(x} <M, pentru orice x € [a, b] atunci are loc relatia:

1 (b-a)"

<=
2 6

‘Eroare

M,; ®)

Trapez

Metoda trapezelor generalizatd

Pentru cresterea preciziei calculului, intervalul [a,b] poate fi divizat in n subintervale egale:

. . b-a
i=Ln a=X,<X <X, <..<X,;<X,=b, x;=a+i-h, h=x,,-x,=——>0, pe care se
! n

aplica repetat formula trapezului, adica:

f(x)dx = nj[x"flf (x)dx}; (6)

i=0\ x

D —— T

Deci aplicand formula trapezului pe n subintervale se obtine formula trapezului generalizata
pentru x, =a; x, =b, iar geometric inseamna ca functia f(x) s-a aproximat cu n segmente de
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dreaptd intre doud noduri succesive de abscise X;,X;, adica integrala rezultd prin insumarea

ariilor tuturor celor n trapeze care se formeaza intre punctele a si b.

Deci formula trapezelor generalizaté cu £ e(a,b), este:

b n-1 a)3 . .
TrapezGen !f |: +2 Zf :|_ 12n f (5)' (7)

i=1

EroareTrapezGen

Daca exista M2>0 astfel Tncat |f"(x] <M, pentru orice x < [a,b] atunci eroarea pentru

metoda generalizata:

(b—a) 1 h

<o Me=5y e M (8)

E rOa‘reTrapezGen

Metoda de integrare Simpson

Formula clasica a lui Simpson rezultd prin particularizarea versiunii generale a metodei
Newton-Cotes, pentru n=2. Se cunosc valorile functie f(x) in trei noduri echidistante:

X, =4, Xlzc:a;b, X, =b= f(x,) f(x) f(x,);
9)
X, =X, +h, X2=X0+2h,h:b_c:C_a:(b;a)

lar polinomul de interpolare Lagrange de ordin doi este cel cu care se aproximeaza functia
de sub integrala definita, f (X) =1L, (X)—i— R, (X) Deci integrala definita va fi:

0 ey T

f(x)dx = j‘ L, (x)dx +T R, (x)dx

(10)
I simpson (f ) I simson (Lz ) Eroaregjmpson
unde x, =a <& < x, =b restul si polinomul de interpolare Lagrange de ordin Il sunt:
R,(X) = f 3|(§) (x—a)x—c)x—b);
(x—c)x—-b) (x—a)x-b) (x—a)x-c) (11)
L 1 ( = —— f ——f =AM
=20 ) = e T o O ae) @
x1 b
Deci formula lui Simpson se va scrie:
b ( a) (b-2a)° ...
I Simpson(f ) - .!' f (X)dX - (f (a) +4- f (C) + f (b))— 2880 (‘j::) (12)
Eroaregmpson
""'(x)} <M pentru orice x € [a, b] atunci are loc relatia:
(b-a)”
E : < ‘M 13
‘ rloa‘reslmpson 2880 3 ( )

Metoda de integrare generalizata a lui Simpson pe perechi de subintervale

Formula generalizata a lui Simpson reprezintd aplicarea repetatd a formulei clasice a lui
Simpson pe m subintervale de lungime 2h, obtinute prin divizarea intervalului [a,b] Th n=2m parti

~3~
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egale, definite de punctele xi, i=0,1,2,...,n in care se cunosc valorile functiei f(x). Cele m
subintervale de forma [x, ,,X, ) i=12...mcu x,=a, x, =b si pasul de discretizare

\b-a)

=-———2_ Aplicand pentru fiecare subinterval formula clasica a lui Simpson se obtine:
n

[f(xo) + 1 0,) +4 Z () +2 z f (x%)}— 2(:8; f‘,)n4 99 g

Eroareasinpson

_b-a
6m

b
ISimpsonGen( f ) = _[ f (X)dX

Daci presupunem cd existd Ma>0 astfel incat | f “/(x) <M, pentru orice x € [a,b] atunci

are loc relatia:

(b-a)
Eroareag;, cncen| < ——M (15)
smeeeneen = 2ggo-m*
Derivarea numerica bazatd pe polinomul de interpolare Lagrange
Derivata functiei f in punctul xo este:
. f(x,+h)—f(x
fl(xo):um ( 0 h) ( 0) (16)
h—0

Aceasta formula ne da o aproximatie a derivatei functiei prin calcularea termenului

f(Xo*'h)_'f(Xo)
h
erori mari de calcul.
Specific acestei metode este inlocuirea derivatelor functiei f :[a,b]— R (derivabila pe

pentru valori ale lui h foarte mici, dar acest mod de calcul al derivatei comporta

[a,b] si a caror valori y;, = f(X;) sunt cunoscute in nodurile de interpolare Xx,,..., X, din[a,b]) cu

cele ale polinomului de interpolare cu care se aproximeaza functia.
De regula se aproximeaza derivatele in punctele X,,..., X, (noduri) n care valoarea functiei

este cunoscutd, dar se pot utiliza si pentru alte puncte din intervalul [a,b].
Pentru a obtine formule de derivare generale aproximative se presupun n+1 noduri distincte

Xg, X; ..y X, INtr-un interval | si functia f € C"*(1) si conform formulei de interpolare Lagrange

n

avem:

(0= S0 (0 10+ R, (0= S () 1)+ X2 05) e

— (n+1)
pentru &(x)e | . Derivand expresia functiei f este:
d{(x — X (X — xn)}
)] e

dx &l dx dx (18)
(x= %0 (x=x,) d[t"V(£(x))
(n+1) dx
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Apar probleme legate de estimarea erorii de trunchiere datoritd necunoasterii termenului

d[f "(£(x)]
dx
iar formula devine:

. Tn acest scop se alege x ca fiind unul dintre nodurile xj In care functia se cunoaste,

n X (n+1) X n
)= d(lkd—i‘)) f(x) +f(n+§l()!’))g(xj -x,) (19)
e (x;) k#]

(formula de aproximare a derivatei pentru n+1 puncte)

Observatie: Formula de aproximare a derivatei pentru trei puncte de evaluare devine foarte utila
dacd ele sunt echidistante: X, =X, +h; X, =X,+2h, h=0, se obtin formule pentru

aproximarea derivatei in punctul Xo:

()= 31 (x4 41 (1, +h)— £ s <20} 2 1, @0
unde: x, <&, <X, +2h
(e Vo L PN Lt
SCAIE S {TPRASETORS ILSEIEY e

unde: X, —h<¢&, <x,+h

Desi erorile Tn ambele formule de mai sus sunt de ordinul O(h?) totusi eroarea in relatia a
doua este aproximativ jumatate din eroarea introdusa de prima relatie. Asta pentru ca relatia a
doua utilizeaza date din ambele parti a lui Xo si prima relatie numai dintr-o parte. Functia f trebuie
evaluata numai in doud puncte daca se utilizeaza relatia a doua, si daca se utilizeaza prima relatie
functia trebuie evaluata in trei puncte.

Aproximarea derivatei utilizind prima formuld se utilizeaza in apropierea capetelor
intervalului pentru ca informatiile referitoare la f in afara intervalului nu sunt cunoscute.

Derivarea numerica utiliziand dezvoltarea in serie Taylor

Metoda permite aproximarea valorilor derivatelor functiei in punctele x, € [a,b], i=1,n in

o
care valoarea functiei f este cunoscuta. Se considera cele n+1 puncte echidistante, x;,, = x; + ah,
echidistanta intre noduri existand pentru cazul a=1 adica pasul de discretizare este h=X;,, — X;.

Pornind de la dezvoltarea in serie Taylor a functiei f in jurul punctului x; si neglijand

termenii care urmeaza dupa cel care contine derivata de ordin Il (f admite derivate cel putin pana
la ordinul 3) se obtine:

f(x)= f(xi)+X1'Xi f'(xi)+—(x_2)!(i ) f"(xi)+—(x_3)!(i ) fro(x, +tx), te(01) 21)

R —se neglijeaza
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Derivand si particularizand relatia pentru x = X,,; si X=X, ; apoi scazand cele doua relatii
obtinute rezulti derivata de ordinul I f'(x, ) iar adunand relatiile se determina derivata de ordin
I fo(x,):

i=2,n-1 (22)

f"(Xi) i[f(xi_l)—Z- f(Xi)+ f(Xi+l)]

h2
In interpretarea geometrica, prin aceastd relatie pentru calculul aproximativ al primei
derivate a unei functii, se aproximeaza panta tangentei in punctul xi la curba y=f(x), cu panta corzii
ce uneste punctele (x,,,y, ), (X..,, ¥,.,). Rezultatul pentru derivata a doua este numai orientativ

1N

el fiind afectat de erori importante.
Tn primul punct al domeniului pentru i=1, se foloseste formula de derivare:

-3f 41 —f
T LA ERA (AR -
X3 =Xy
lar in ultimul punct pentru i=n:
fu(xn)zgf(xn)_4f(xn—l)+ f(xn—z) (24)

Xn — X2
Insa aceste formule sunt sensibil mai putin precise si mai putin fundamentale decat formula
generald, acesta fiind si motivul pentru ca in punctele extreme ale domeniului sd nu se calculeze
derivata, daca nu este neaparat necesar (daca nu se cere in concluzia aplicatiei).
Eroarea de trunchiere la calculul primei derivate a functiei in punctul de abscisa xi Se poate

aprecia utilizand dezvoltarea in serie Taylor cu 4 termeni:

h?(f(&)+ £(&,) _h*(F ()

Eroarea = = (25)
12 6

unde: x,_, < & <x,,, astfel incat f'''(£,)+ f''(&,)=21(&).

Eroarea se micsoreaza odata cu reducerea pasului h adica a diferentei dintre abscisele a doua
noduri consecutive, dar totusi prin micsorarea distantei h poate duce si la reducerea diferentei
f(x,.,)— f(x,_,) ceeace ar putea duce la cresterea erorii de rotunjire.

Daca nodurile nu sunt echidistante adica X, = X; + ah, a #1 se obtine:
F00) = [0~ £ (x.,)]
(+Dh
. 1 2
f'X)=z——-=
he a(a+1)
Pentru derivatele de ordin mai mare decat 2 se procedeaza asemanator, calculele fiind mai
complicate. De exemplu pentru ordinul 3 se retine in dezvoltarea Taylor incd un termen si Se
obtine:

(26)
[of (i)~ @+ a) )+ f (X))

oo = L0020 00) ¢ 2100) - (05

(27)

~6~
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Se observa ca toate relatiile contin puncte aflate de ambele parti ale lui x;, fiind centrale. Se
pot deduce si relatii unilaterale care utilizeaza puncte aflate numai de o parte sau alta a lui x; mai

putin precise decét cele centrale.
discretizare h sub o anumita valoare limita, determinata bineinteles si de erorile de rotunjire.
Derivarea numerica este o operatie critica si de aceea este bine sa fie evitata pe cat posibil,
deoarece chiar daca aproximanta este buna, nu rezulta ca derivata aproximantei este o aproximatie
buna a derivatei. Deci derivata polinomului de interpolare care este panta tangentei la graficul
polinomului in punctul xo, poate sa difere considerabil in marime de derivata functiei pe care o
aproximeaza. Aceste diferente cresc foarte mult dacd derivatele sunt de ordin superior.
Formulele de derivare numerica sunt foarte utile pentru deducerea unor metode numerice,
n special pentru ecuatii diferentiale ordinare si ecuatii cu derivate partiale.
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