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Aplicatie

Circuitul R-L serie Tn regim tranzitoriu

Se considera un circuit format dintr-un rezistor de rezistentdi R si 0 bobina de inductivitate L,

alimentate Tn serie la o tensiune electromotoare e = E - coswt.

L

__K"Y"\f"\/"\l_i.'_

Se studiaza variatia curentului in circuit la inchiderea intreruptorului K.
ety (V)

K

=

Se scriu teoremele lui Kirchhoff si rezulta o ecuatie diferentiala de ordinul I:

e=eg +e =R-1+L: %:L %+R | = E-coswt

di(t)

Circuitul R-L Serie

Tinand cont de dependenta de timp (t) : U L(t)=1L- “dt unde i(t) - curentul din circuit la momentul t

ug(t)=R-i(t)

u_g(t) - tensiunea la bornele bobinei respectiv rezistentei la momentul t ecuatia diferentiala se va rescrie :

i)

“ +R-i(t) = Ecoswt
dt
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Rezolvarea Ecuatiilor Diferentiale

Generalitati

O ecuatie diferentiala este 0 ecuatie care contine pe langa variabilele independente si
functiile necunoscute si derivatele acestor functii. Ordinul ecuatiei diferentiale, n, este data
de ordinul maxim al derivatelor functiei necunoscute din cadrul aceste ecuatii.

F(0Y, Y,y Y™ ) =0

Ecuatiile diferentiale cu derivate partiale contin mai multe variabile independente
si derivatele partiale ale functiilor necunoscute.

0z 071 0°z 0°1 0O°z
Y| Xo ¥, Z,— — | =0
OX 0Oy OX° oxoy oy

Rezolvarea unei ecuatii diferentiale de ordin n implica impunerea a n conditii initiale.
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Metoda dezvoltarii fin serie Taylor

Fie functia, f(x):1 Xx R—R unde | este un interval real, f fiind o functie continua data, iar
yO0 fiind valoarea initiala a acesteia.

Evaluam functia y:l —R Tn nodurile intervalului de definitie, functic care satisface
problema cu conditia initiala Cauchy impusa:

{ = (X, Y)
y(Xy) = YO

A< X <X <. <X <D

Se dezvolta in serie Taylor solutia ecuatiei in jurul punctului X,:

0z 0z 0%z 0°z 0°z
Y| X\, Z,
OX 0y Ox* oxoy oy?

Dacé se inlocuieste X=x,+h si restul R (x)=0 atunci neglijand ultimul termen al seriei
Taylor atunci se poate estima valoarea aproximativa a lui y, :

Y(X) = Yo y'= 1:x +1- fy
V'(%) = F(X,Y,) y''=f_ +(2 ny + f - fyy)- f+(f, +f- fy)' fy
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Metoda dezvoltarii fin serie Taylor

2 2 2
unde: fxzi;fy:ﬂ;fxxzaz;fwzﬁZ;fxy:af
OX oy OX oy OXoy

O, y) = £ P00y + 0T (xy) T (X, Y)

y P (x) = (% y(x)

Pentru n=2 rezulta:

Y1=Yo "‘h'[f(xo’ yo)"'g'(fx(xo’ YO)"' f(xo’ yo)' fy(XO’ YO))}

Prin recurenta —=¥5,--» ¥,

= Yt (h 1)
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Metoda dezvoltarii in serie Taylor

Fie circuitul R-L serie din cadrul aplicatiei prezentate pentru care avem cunoscute
parametrii electrici: E = 12V, R = 4Q si L = 3,2uH. Sa se determine curentul prin bobina de

inductivitate L dupa inchiderea intrerupatorului K (t ia valori pe intervalul [0;40ms])

Pasul 1. Se definesc parametri electric ai circuitului R-L serie:

E:=12 R:=4 L= 32-10‘6 f=5 o=2mn-f o = 314.159

Pasul 2. Se scrie ecuatia diferential ce descrie functionarea circuitului R-L serie:
d . .
u.J-L-E‘l(t] + R-1(t) = E-cos(w-t)
t

Pasul 3. Se extrage derivata curentului din ecuatia diferentiala corespunzatoare circuitului:
d .
—1

1 :
= (t) = E-(E-ms(w-tj — R-1(t))

Pasul 4. Se defineste functia asociata membrului drept a ecuatiei diferentiale:

“ F(t,i) = i-(E-cos(m-t) - Ri) umﬂ!—:m
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Metoda dezvoltarii in serie Taylor

Pasul 5. Se definesc capetele intervalului, numarul de puncte de calcul si se determina pasul
de parcurgere al intervalului de definitie:
3 ¥

=0  t:=4010 N=500  h=—0— h=8x10

5
G

Pasul 6. Se determina sirul de puncte intermediare tk in care se evaluecaza valoarea
curentului:

k:=0..N tk:: ti-l- h-k

Pasul 7. Se definesc derivatele partiale ale functiei atasate, F, ecuatiei diferentiale:

. d , . d :
F(t,1) = _ﬂ F(t,1) Fi(t,1) = —HF(t, )

Pasul 8. Din conditia initiala Cauchy a problemei (intrerupatorul K deschis), reiese ca
valoarea curentului Tn momentul t = Os este egala cu OA:
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Metoda dezvoltarii in serie Taylor

Pasul 9. Se implementeaza formula recursiva de calcul a valorilor functiei, pe baza
descompunerii n serie Taylor pana la elementul de gradul al 1-lea:

h
L, =l h-[F(tk,lk) + E-(Ft(tk, ) + F(t: Ik)-Fi(tk,Ik))}
Pasul 10. Se vizualizeaza valoarea curentului la momentele de timp tk:

1" =(0 0.094 0.185 --- 1.811 1.848 1.884)

3 T T T
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Metoda lui Euler

Se obtine din metoda Taylor pentru n=1, adica se retin numai primii doi termeni din
dezvoltare rezultand forma explicita a metodei lui Euler:

Vi=VYi+h- (X1, Y1) i=12,.

Avem bineinteles aceeasi problema de rezolvare a ecuatiilor diferentiale cu conditii

initiale:

y'=f(xy) Y(X) = Yo

Pentru variante ale metodei lui Euler cu precizie mai mare se folosesc relatii de
recurenta de forma:

Yi =Y +h-D(X_y, Yi,5,h)
unde 1n:

a) Metoda lui Euler imbunatatita (Euler — Heun):

1 :
D(X;_y, Yi_1, h) :E[f (X Yi) + f(x+hy +h-y i—1)]

cu Yio= (X1 Yit) i“i
UNIVERSITATEA
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Metoda luf Euler

b) Metoda lui Euler modificata (versiunea Cauchy)

h h .
D(X;_4, Yi g h) = f(xil T 5 Yia "‘E‘ y'ilj yia=f (Xi—l’ yi—l)

¢) Metoda Euler modificata “predictor — corector” (metoda implicita).

Cu metoda lui Euler clasica se calculeaza o prima aproximatie (valoarea prezisa a solutiei
in punctul urmator) adica se inifializeaza valoarea lui y; cu o relatie:

Yi(O) =Yiqt h- f(xi—l’ yi—l)

La un pas oarecare al procesului iterativ de calcul noua valoare a lui rezulta prin aplicarea

unei relatii: ” f (Xi_1’ yi_1)+ f (Xi | yi(k—l))
2

Calculul se considera terminat cand se atinge o precizie impusa aprioric:

(k) _ \ (k-1)

Yi =Y, +h

=Y

DIN CLUJ-HAPOCA
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Metoda lui Euler

Fie ecuatia diferentiala de ordinul Tntéi y (X) — 6y(X) + CO{X— %) = x2 — 5 cu conditia

initiala Cauchy y(7)=6, unde x ia valori pe intervalul [7,15]. Sa se determine valorile
functiei y(x) folosindu-se metoda lui Euler imbunatatita (Euler-Heun), respectiv varianta

modificata (versiunea Cauchy).

Pasul 1. Se scrie ecuatia diferentiala ce urmeaza a fi rezolvata:
vix) — 0v(x) + cns[:-: - E) = :-[1 -3
Pasul 2. Se extrage derivate functiei necunoscute:
2 T
V(X)) =X -5+ 6y(X — cos(x— 5)

Pasul 3. Se defineste functia asociata ecuatiei diferentiale:

“ f(X,y):=x2—5+ 6y—co{x_£j

9
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Metoda lui Euler

Pasul 4. Definirea functiei caracteristice metodei imbunatatite Euler-Huen:
1
(DEH(Xayah) = E(f(xay) + f(X+ hay + hf(X,y)))
Pasul 5. Definirea functiei caracteristice metodei imbunatatite Euler-Cauchy:
h h
Cecy-h) =1 x+ Z.y + Z-f(xy)

Pasul 6. Se definesc capetele intervalului, numarul de puncte de calcul si se determina pasul
de parcurgere al intervalului de definitie:

a=7 b.=15 N := 100 h = h = 0.08

Pasul 7. Se determina sirul de puncte intermediare xi in care se evalucaza valoarea
functiel necunoscute:

DIN CLUJ-HAPOCA
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Metoda lui Euler

[EE

Pasul 8. Se impune conditia initiala Cauchy y(7)=5:
=5 =5
YEH, YEC,
Pasul 9. Se evalueaza valorile functiei necunoscute conform metodei lui Euler
imbunatatite (Euler-Heun) :

YEH.

= + h-D X., ,h
i1 YEH EH( i»YEH, )

Pasul 10. Se evalueaza valorile functiei necunoscute conform metodei lui Euler
modificata (versiunea Cauchy) :

= + h-® X., ,h
Y&, TV, EC( YEC, )

Pasul 11. Se vizualizeaza valorile functiei necunoscute determinate in punctele xi:

T_ 0 1 2 3 4 5 6
0 5 12.295 24.046 42.911 73.122 121.436

YEH =

yed - 0 1 2 3 4 5
0 5 12.294 24.046 42.91 73.12 121.433




Metoda lui Euler

Pasul 12. Se reprezinta grafic alura functiei determinate cu cele doua metode:

3><1021 T T T T
2x102YF -
YEH
YEC
1x10°YF -
0 ] ] ] J
6 8 10 12 14 16

X

Pasul 13. Se evalucaza abaterea procentuala dintre cele doua metode:

1 ‘yEHi - yECi‘

g By = N Z YEH. E,, = 2412 10~ 3% i“i
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Metodele Runge-Kutta

Metodele Runge — Kutta de integrare numerica a unei ecuatii diferentiale, Tnlocuiesc
calculul derivatelor functiei f(x,y) prin evaluari ale sale Tn diverse puncte.

Fie ecuatia diferentiala cu conditii initiale de forma: {y =1 (X’ y)

Y(Xo) = Yo
unde: f(x):D—R, D 5 R?, este o functie cu derivatele partiale 0'f continue pe D, unde
I+]=K, respectivk =1 m 8Xi5yj

Solutia calculandu-se cu o relatie unipas de forma:

Vie = Yit3y Ky +a, -k +...+a, -k

Din conditia ca dezvoltarea in serie Taylor a membrului drept (in functie de h) sa coincida
cu membrul drept al formulei lui Taylor de ordinul (n+1) avem:

kKo =h- f(Xi'yi)
k, =h- f(xi+ﬂ1'h’yi+ﬂ10'ko)
k, =h- f(xi+:u2'h’yi+ﬂ’20'k0+ﬂ’21'k1)

............................................................... “Ii
Ky =h £ (% + 2, -, Y+ A Ky + Ay Ky oot Aoy Ko y) kA

TEHNICA
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Metodele Runge-Kutta

Particularizand parametrul n determinam diverse formule de tip Runge — Kultta:

a) n=0 (Runge-Kutta de ordin I1), y,—dat (formula lui Euler clasica):
Yia =Y +h- f(xi’yi)
b) n=1 (Runge-Kutta de ordin II), y, — dat:

Vi = Vi + 2(k +k) k=htlhy)  k=heflorhy k)

Vi =Yi + = [f(X.,y.)+f(X +h,y +hef(x,y)

c) n=2 (Runge-Kutta de ordin I11), y, — dat:

y|+1 y| 6(k0+4k1+k2) kO:h'f(Xi’yi) klzh f(x +% y|+k_j

k, =h-f(x +h,y, +2k —k) i
UN !‘I?;Eﬂn;:zz‘ EA




Metoda Runge-Kutta de ordinul 000

2 2
Sa se rezolve ecuatia diferentiald de ordinul ly'= 14 _ )2( —Y conditia initiala Cauchy
+ X+ X
y(0)=0 pe intervalul [0,2] cu pasul h=0.01 folosind metoda Runge-Kutta de ordinul I11.

Pasul 1. Se defineste functia asociata membrului drept a ecuatiei diferentiale:

1+ X +xy

Pasul 2. Se definesc capetele intervalului de definitie si se determind numarul de puncte de
calcul: b_a

h=001 a=0 b:=2 N = -

Pasul 3. Se determina vectorul al punctelor din intervalul Tn care se calculeaza valorile
functiei :

N =200

i=0.N x|:=a+h-i |

DIN CLUJ-HAPOCA
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Metoda Runge-Kutta de ordinul 000

Pasul 4. Din conditia initiala Cauchy a problemei, reiese ca functia y(x) ia valoarea 1 in
punctul 0 (in capatul a al intervalului): Y. =0

0

Pasul 5. Se definesc coeficientii Runge-Kutta de ordinul I11:

Ko(x,y) = h-1(xy)
h Ko(%.y) j

Ki(x,y) = h-f(x+ —,y +

2 2
ko(x.y) = h-F(x+ h,y + 2:k (X y) = kg(x.Y))

Pasul 6. Se implementeaza formula recursiva Runge-Kutta pentru calculul valorilor
functiei in punctele :

Yirr =Y T %’(kO(xryi) ¥ 4'k1(xi’yi) F kZ(XVVi))

“ UNIVERSITATEA
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Metoda Runge-Kutta de ordinul (I

Pasul 7. Se vizualizeaza valorile functiei y(x) pe intervalul [0,2] si se reprezinta grafic:

y"=(0 0.04 008 012 0159 0.198 0237 - 1453 1.45)

1.5 2
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Sisteme de ecuatii diferentiale

Se considera un sistem de ecuatii diferentiale ordinare cu conditiile initiale de mai jos,

aceasta problema fiind cunoscuta dupa cum stim ca 0 problema Cauchy sau problema cu
conditii initiale:

dv.
y'i:d_))/(': f(X’ yl’yZ""’yr) yi(XO): Yio 1=12,..r

Se cere determinarea functiilor Y, (X)care verifica sistemul si conditiile initiale, adica

determinarea valorilor Yii:Yi2» Yiss- ¥Yin Care sa aproximeze cu o acuratete cat mai mare

valorile exacte y(x, ), y; (X, )...., y;(x, ) ale functiilor Y; (%),

Observatie: Punctele X, X,,..., X, sunt echidistante pasul fiind egal cu h:

“ UNIVERSITATEA
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Metoda luf Euler

Metodele de rezolvare raiman aceleasi ca si la ecuatiile diferentiale. Tn continuare se
prezinta o adaptare a acestor metode pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale.

Metoda lui Euler (metoda clasica)

Se aplica n n pasi, valorile corespunzatoare ale functiilor Y; (X) i=12,...,r laun pas j,
] =12,...,n se determina cu relatiile:

Vii = Yipa H 0 0G0 Y Yo Vo) = Vs + 0
Yi,j i—identific ecuatia; j — identifica punctul intermediar

Metoda lui Euler modificata

h
Yij= yi,j—1+§'[fi,j—1+ fi(leyl,j—l"‘h' fLin Yo jathe Ty +he fr,j—l)]
dy, |
=—L=f
Vim o= H06y Yo y)
g fi,j = fi(xj’yl,j'y2,j""’yr,j) i“i
UNIVERSITATEA
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Metoda lui Euler

Se da sistemul de ecuatii diferentiale cu conditii initiale Cauchy:

r diyO(x) =sin(x) - ———~ Y ( X) y0(0) =

#I%"mla

9 1% =2 yo - 2cos(x) yI(0) =
L dx 4

Sa se determine valorile functiilor , yO(x), y1(x) pe intervalul [0,10x].

Pasul 1. Se definesc functiile caracteristice asociate ecuatiile diferentiale ce formeaza
sistemul studiat.

- 1
f1(x,y0,y1) :=sin(x) — y?

3
fo(%,y0,y1) = Z-yO — 2c0s(X)
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Metoda luf Euler

Pasul 2. Se definesc capetele intervalului, numarul de puncte intermediare de calcul si se
determina pasul de parcurgere al intervalului de definitie:

b-a  \ _ 0314

a=>0 b .= 10x N := 100 h =

MW

Pasul 3. Se determina sirul X; de intermediare in care se doreste calcularea valorilor
functiilor necunoscute y,(x) :

i=0.N xi:=a+ h-i

Pasul 4. Se introduc conditiile initiale Cauchy care descriu solutiile sistemului de ecuatii
diferentiale:

yOO = ylo =

T
5 4 i“i
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Metoda luf Euler

Pasul 5. Se calculeazd valoarea functiilor necunoscute in punctele intermediare X;
folosindu-se metoda lui Euler (forma clasica):

Rez=|Y ’O<—y00

0

for jel..N
Yo.i < Yo ion* Ma(51Y0 1 Ya 1)
Yo Yot (Yo 1 Ya )

Y

0 1 2 3 4 5 6
Rez = 0 0.628 0.443 0.393 0.469 0.647 0.89 1.152
1 2.356 1.876 1.383 0.967 0.708 0.667 Kl

Pasul 6. Se extrag valorile functiilor necunoscute y0(x), y1(x):

g y0:= (ReZT)<O> yl:= (RezT)<1> i“i
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Metoda lul Euler

Pasul 7. Se reprezinta grafic solutiile sistemului de ecuatii diferentiale:

20T

101

g UHWEI!!Z&TEA
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Metoda Runge-Kutita

Metoda Runge-Kutta de ordinul 1V:

kl,i =h- fi (Xj—li Yija Yo, a0 yr,j—l)

1 1 1
k2,i =h- fi(le +Eh’ Y1ja +Ek1,1v YojarYrja +Ek1,r)

1 1 1
k3,i =h- fiEXj—l + Eh’ Yijat Ekz,m Yo s Yrja +Ek2,rj

Koy =N F(X Ve 0+ Ker Vo g Koo Ve o0 + Koy )

1
Yiii = Yiju +€(k1,i + 2K, ; + 2K3; + k4,i)
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Functii predefinite ce implementeazd Metoda Runge-Kutta

Functia predefinita ,,rkfixed”

Functia predefinita rkfixed rezolva numeric un sistem de ecuatii diferentiale prin
metoda Runge-Kutta cu pas fix.

y = rkfixed (init, x;, X; , N, D)

Functia predefinita ,,Rkadapt”

Functia predefinita rkadapt rezolva numeric un sistem de ecuatii diferentiale prin
metoda Runge-Kutta cu pas adaptativ.

y := Rkadapt(init,x., x., N, D)

Cele doua functii returneaza 0 matrice, care contine pe prima coloana punctele
intermediare de calcul, iar pe coloanele urmatoare valorile functiilor necunoscute Tn aceste
puncte intermediare

“ UNIVERSITATEA
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Functia predefinitd “rkixed”

Problema 10.1: Sa se rezolve circuitul in regim tranzitoriu stiind ca pentru t<0: 11(0)=0 si
12(0)=0, respectiv E=V0=100[V]; L1=100[mH]; L2=200[mH]; M=100[mH]; R1=20[Q];
R2=10[Q]. K R

i M *
C) E L1 L2 R2
i1(t) i2(t)

Pasul 1. Se definesc teoremele lui Kirchhoff ce descriu circuitul studiat:

d. d . :

LZ-O'_UI (1) — M'd_d i1(1) + Ryin(f) = 0

g UNIVERSITATEA
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Functia predefinits “rkibed”

Pasul 2. Se extrage derivata lui i1(t) din prima ecuatie si se inlocuieste Tn adoua ecuatie:

d_ﬂ i(t) = Lil'(Vo —Ryi(H) + 'V"d—diz(t))

Lz-d—ﬂ (1) — 'C/' (Vo Ryig () + M- d—lz(t)) + Ryig(t) = 0
1

Pasul 3. Se extrage derivata lui i2(t) din a doua ecuatie si Se inlocuieste Tn prima ecuatie :

di=— (vo Ry |1(t)+M—|2(t))

DIN CLUJ-HAPOCA




Funciia predefinitd “rifixed”

Pasul 4. Se simplifica relatiile de definitic a derivatelor curentilor i1(t) si i2(t):
2

d. 1 M . .
LyL;—M 1

1

d_tj in(t) = -(M-VO - L1 Ryig(t) = LyRy iz(t))

LyLy — M

Pasul 5. Se defineste vectorul de functii F(t,1) asociat membrului drept al sistemului de
ecuatii diferentiale. Pentru indici 0,1 se foloseste tasta ,,[”:

_ M2 —
° L 2
L-Ly — M

2l i M-Vg - Ly Ryly = LRyl |

DIN CLUJ-HAPOCA
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Functia predefinitd “rkixed”

Pasul 6. Se definesc capetele intervalului de studiu si numarul de puncte intermediare.
Indicii i si f se introduc cu tasta ,,.”:

ti =0 tf =0.2 N := 1000

Pasul 7. Se defineste vectorul valorilor initiale:

(s

Pasul 8. Se apeleaza functia predefinita Rkfixed:

Sol = rkfixed(10, t;, t¢, N , F)

0 1 2 3 4 5
soll =10 0 2:104 4.104 6-104 8-104 1-10-3
0.383 0.732 1.052 1.344 1.611
0 0.19 0.362 0.518 0.658

TEHNICA
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Functia predefinits “rkibed”

Pasul 9. Se separa vectorul momentelor intermediare t si al valorilor curentilor i1(X), si
12(x) la aceste momente de timp din matricea Sol rezultata. Separarea vectorilor t, i1, si i2
se face cu ajutorul comenzii Matrix Column din toolbar-ul Matrix (combinatia de taste
"Ctrl+6”):

t=s0l®  ij=sol?  iy=sol?

Pasul 10. Se reprezinta grafic curentii din cele doua circuite cuplate magnetic:

0.1 0.2 0.3 i“i
t
g UNIVERSITATEA
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Rezolvarea ecuatfiilor diferentiale de ordin superior

Se considera un circuit R,L,C serie alimentat de la o tensiune oarecare u(t). Sa se
determine wvariatia sarcinii electrice si a intensitatii curentului electric din circuit n

intervalul de timp de 60 ms ce trece de la inceperea functionarii.
”

]
. |

@, it R

—6 :
L=02 H C=3010 F R=12 O U(t) = 24+/2:sin(2-7-50-1)

Se scrie teorema a doua a lui Kirchhoff pentru circuitul R,L,C serie de mai sus:

d . . 1 ¢.
L -El(t) +R-i(t) + e j i(t)dt =u(t) - ecuatie integro diferential

Se aplica legea conservarii sarcinii electrice:

DIN CLUJ-HAPOCA

I(t) _—Q(t) = q(t) = Il(t)dt si —|(t) =7 q( ) i“i
UN ]:EEHE;:EE‘ EA




Rezolvarea ecuatiilor diferentiale de ordin superior

Se rescrie ecuatia integro-diferentiala obtinuta din teorema a doua a lui Kirchhoff sub
forma de ecuatie diferentiala de ordinul II:
d? d 1
L-—q(t)+ R-—q(t) +—-q(t) = u(t
OItZQ() dtQ() COI() (t)
Se transforma ecuatia diferentiala de ordinul Il Tntr-un sistem de ecuatii diferentiale de
ordinul | prin aplicarea urmatoarelor notatii qO(t)=q(t) si q1(t)=q0’(t)

-

Q) = %qoa)

d 1
\L -qu(t) + R - ql(t) +E-q0(t) = u(t)

<

y
<L90() = 6100 10(0) =0

g u®-R-au0- 0w

SO = L q1(0)=0
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Functia predefinits “Rkadapt”

Pasul 1. Se defineste vectorul de functii D(t,Q) asociat membrului drept al sistemului de
ecuatii diferentiale. Pentru indici 0,1 si 2 se foloseste tasta ,,[”:

Q

D(t,Q) = u(t) - R-Q, - %-QO

L
Pasul 2. Se definesc capetele intervalului de studiu si numarul de puncte intermediare.
Indicii i si f se introduc cu tasta ,,.”:

3

t.=0 tf = 60-10 Alblv\:: 1000

Pasul 3. Se defineste vectorul valorilor initiale:

(s

Pasul 4. Se apeleaza functia predefinita Rkadapt:

[
“ Sol = Rkadapt(QO,ti,tf, N, D) iR

TEHNICA
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