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Metode Numerice — Lucrarea nr. 10

REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR
S| SISTEMELOR DE ECUATII DIFERENTIALE

Rezolvarea ecuatiilor diferentiale

Modelul matematic cel mai des intdlnit al fenomenelor care stau la baza majoritatii
aplicatiilor din tehnica electrotehnice este ecuatia diferentiala. Rezolvarea exactd a ecuatiilor
diferentiale ordinare este posibild pentru o clasa foarte restransa de ecuatii.

O ecuatie diferentiald este o ecuatie care contine pe langd variabilele independente si
functiile necunoscute si derivatele acestor functii (sau diferentialele lor ) pana la ordinul n inclusiv
(numarul n reprezintd ordinul ecuatiei diferentiale).

O ecuatie diferentiala se numeste ordinara daca contine o singura variabila independenta si
are forma generala:

fx, v,y Y y™)=0 (1)

Ecuatiile diferentiale cu derivate partiale confin mai multe variabile independente si
derivatele partiale ale functiilor necunoscute.
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Integrarea unei ecuatii diferentiale de ordin n implicd impunerea a n conditii. Avem

urmatoarele situatii:

e Daca toate cele n conditii (valori) sunt date pentru aceeasi valoare a variabilei independente,
integrarea se face cu conditii initiale impuse la Inceput in problema (problema Cauchy).

¢ Atunci cand intevin diverse valori ale variabilei independente, rezolvarea se face cu conditii
la limita.

Comportarea dinamica a sistemelor fizice conduce la modele matematice formate din ecuatii
diferentiale ordinare sau sisteme de ecuatii diferentiale care nu pot fi rezolvate pe cale analitica
(functii complicate ca forma sau functii cunoscute doar pe baza unor valori in puncte date tabelar
si obtinute pe cale experimentald). Din acest motiv se recurge la rezolvarea numerica a acestora.
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Metoda dezvoltarii in serie Taylor
Fie functia f :1 xR — R, unde | este un interval real, f fiind o functie continua data iar
Y, € R fiind valoarea inifiala.
Ne propunem sa evaluam functia y: | — R Tnnodurile a<x; <X, <...<X, <b apartinand

intervalului de definitie, care satisface problema cu valori (conditii) initiale (problema Cauchy):

= (X
{y (y)'Xoel G
Y(Xo) =Y
Se dezvolta in serie Taylor solutia ecuatiei in jurul punctului x,:
_ 2 _ n
Y00 = ¥0x) + (x=x)y" ) + E2 ) 1.+ 2Ly ) R (9 @
. (x— Xo)n+l (n+1)
Rn(X)—W‘y (). S elxy, X] (5)

Tnlocuind x = x, + h, (h fiind pasul) si restul R, (x) =0 se obtine neglijand ultimul termen
al seriei, valoarea aproximativa Y, .
Termenii seriei Taylor sunt:
Y(X0) = Yo, V(%)= F(X,¥o), y'=F +1-T,

(6)
y'= @+ f ) f(f, )
unde:
2 2 2
R=ﬁﬁm=qﬂm=9iﬂw=afﬂw=af (7)
OX oy ox? oy* OXoy
iar:
FOxy) = L5700+ 1,0 (%, y)- F(x,y) (8)
fOXY)=Txy)=y"™ =1 yXx)
Pentru n =2 rezulta
h
y1=yo+h-(f+§-(fx+f-fy)) 9)
Prin recurentd = Y,,..., ¥,
h
yi:yi-1+h'(f+5'(fx+f‘fy)) (10)

Aproximatia este cu atdt mai bund cu cit numarul de termeni luati in considerare in
dezvoltarea Taylor este mai mare. Metoda este directd intrucat pentru calculul lui vy, , sunt

necesare informatii numai despre punctul anterior (X;,V;).



TEHNICA

DIN CLUJ-NAPOCA

Metoda lui Euler (metoda clasica)

Este cea mai simpla metoda de integrare numerica a ecuatiilor diferentiale ordinare. Se
obtine din metoda Taylor pentru n=1, adicd se retin numai primii doi termeni din dezvoltare
rezultand forma explicitd a metodei lui Euler:

Yi =Yiath-f(Xi ., yi), =12, (11)
Interpretare geometrica: (se alege un pas de integrare h astfel incat intervalul de definitie
. . . b-x
[X,,b] sa fie impartit in pasi egali: h= 2),
n

Avem bineinteles aceeasi problema de rezolvare a ecuatiilor diferentiale cu conditii initiale:
y'=f(xy). y(X) =Y, (12)

si avem si curba solutiei y = y(x) .
Prin metoda lui Euler solutia in nodul X; se aproximeaza cu ordonata punctului de intersectie

a tangentei la curba in punctul (X, ;,Y; ;) cu dreaptax = X, , dupa cum se poate observa in figura

alaturata
T ok
(%, 5,
(%, 1. Y1)
| LT (D
=y | :
' h | N
£ £ *
Ecuatia tangentei:
Y=Yiu +(X_Xi—l)'yli—l (13)

sicumy'(x) = f(x,,, Y, ,)rezultd formula de recurenta a algoritmului Euler:
Yi =Yia+h- (X via) (14)

Metodele Runge-Kutta

Metodele lui Euler implica necesitatea evaluarii derivatelor de ordin superior ale functiei y(x)

respectiv ale functiei f (X, y) care duc la dificultati in aproximarea numerica a derivatelor de ordin
superior.

Tn schimb metodele de tip Runge — Kutta evita in totalitate utilizarea derivatelor de ordin
superior ele folosind numai derivatele de ordin I ale functiei y(x), adica valorile functiei f (X, y).

Se calculeaza valorile functiei f(x,y) Tntr-un numir de puncte intermediare ale intervalului

[X,,,x;] pentru determinarea lui y, ,i=1n cu o eroare minima. Cu alte cuvinte metodele

~3~
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Runge — Kutta de integrare numerica a unei ecuatii diferentiale, Tnlocuiesc calculul derivatelor

functiei f (X, y) prin evaludri ale sale in diverse puncte.

{y'= f(xy)

y(X,)= Y, (19)

k

unde: f:D— R, DcR? este o functie cu derivatele partiale 88 continue pe D, unde
X

i+ j=Kk, respectiv k =1m.

Fie X, <X <..<X,=Db; X, =X,+i-h, cu i=12,..,m, o diviziune echidistantd a
intervalului [x,,b]. Din ratiuni de simplificare a calculelor considerim combinatii liniare de
valori ale functiei in anumite puncte ale intervalului [x,x ], solutia calculandu-se cu o relatie

unipas de forma:
Yia = Vi +8 Ko +a, -k, +..+a, -k, (16)

unde, din conditia ca dezvoltarea in serie Taylor a membrului drept (in functie de h) sa coincida
cu membrul drept al formulei lui Taylor de ordinul (n +1), avem si formula de mai jos si toti

coeficientii dupa particularizari:

ko =h-f(x,y;)
ky =h- 0+, -0,y + 25 ko)
Ky =N F (X, + 5 -0, Y, + Ay Ko + Ay -k, ) (17)

Ky =he £ (X + 22 -0, Yy + Ao Ko + Aoy Ky +o A s Ko )
undey, este dat cu coeficientiia, , 4 .

Particularizand parametrul n determinam diverse formule de tip Runge — Kutta:

a) n=0 (Runge — Kutta de ordinul I), y, - dat
Yiu=Y; +h- f(xi’yi) (18)

aceasta reprezentand formula lui Euler clasica.

b) n=1 (Runge — Kutta de ordinul I1), y, - dat
1
Yia =Yi +E(ko +k1)
kO:h'f(Xi'yi)' k1:h'f(xi+h7)’i+ko) (19)

Yii =Y, +g[f(xi’yi)+ f(x, +h,y; +h- f(Xiin))]

aceasta reprezentand formula modificata a lui Euler.
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c) n=2 (Runge - Kutta de ordinul 111), y, - dat

1
Yia =Yi +g(ko +4k; + kz)

h K (20)
ko =h-f(x,y,), klzh-f(xi+§,yi+?°), k, =h-f(x +h,y, +2k —k,)
d) n=3 (Runge — Kutta de ordinul IV), y, - dat
yi+1:yi+%(k0+2kl+2k2+k3)
ko =h-f(x,y;,), k,=h-f x+D +k—°
0= i Yi) K= i 2’yi 5 | (21)

k, :h.f(xi+g’Yi+k_21j’ Ky :h'f(xi"‘h’Yi +k2)

Rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale

Se considera un sistem de ecuatii diferentiale ordinare cu conditiile initiale de mai jos,
aceastd problema fiind cunoscuta dupa cum stim ca problema Cauchy sau problema cu conditii
initiale:

_dy, :
V=g F(X, Y1s Yo ¥, )i Yi(Xo)=Vio, 1 =1.2,...,7 (22)

Se cere determinarea functiilor y, (X) care verifica sistemul si conditiile initiale, adica
determinarea valorilor y;,,Y;,,.,Y;, care si aproximeazd cat mai bine valorile exacte
Yi () ¥i (%, )., i (x, ) ale functiilor y; (x).

Observatie: Punctele x;,X,,...,X, sunt echidistante pasul h fiind: x;, —-x; =h, i=12..r.

Metodele de rezolvare raméan aceleasi ca si la ecuatiile diferentiale noi prezentand aici doar
o adaptare a acestor metode pentru sistemele de ecuatii diferentiale. Vom prezenta doar cateva
metode unipas.

Metoda lui Euler (metoda clasica)
Se aplica in n pasi, valorile corespunzatoare ale functiilor Y, (X), i=12,..,r launpasj,
j=12,...,n se determina cu relatiile:
yl,j = yi,j—l +h- fi (XH' yl,j—l’ y2,j—1""l yr,j—l)z yi,j—l +h- fi,j—l (23)
Yi.j; | — numdrul ecuatiei; j — numdrul intervalului (pasului punctului de la finele intervalului).
Metoda Runge-Kutta de ordinul 4

Formula de calcul a solutiei:

1
Yii=Yiia +E(k1" +2K,, + 2Ky, +K,,) (24)
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unde:
kl,i = h . f(xj{“ y]_'jfli y2,jfl""7 yl’,jfl)

1 1 1
Ky =h- f[xj—l +Ehv Yija +Ek1,11 Yo i Y ja +Ek1,rj

1 1 1 (25)
ks =h- f(xj—l "‘Eh’ Yija "’Ekz,u Yoo Yrja "’Ekz,r]

ke =h- f(xj Yot K Yo 0 HKea e Yo k3,k)

Instrumente folosite
Functia predefinita ,,rkfixed”
Functia predefinita rkfixed rezolva numeric un sistem de n ecuatii diferentiale prin metoda
Runge-Kutta cu pas fix. Ea este apelata 1n modul urmator:

y = rkfixed (init, X, , X; , N, D) (26)
unde: init — este un vector cu n valori initiale pentru cele n necunoscute ale sistemului de ecuatii
diferentiale; X;,X; — sunt capetele intervalului pe care se doreste rezolvarea numericd a sistemului
de ecuatii diferentiale; N — este numarul punctelor intermediare de calcul; D — este un vector de
functii de forma D(X,y) care descrie membrul drept al ecuatiilor care formeaza sistemul de
ecuatii diferentiale.

Functia returneaza o matrice Yy, care contine pe prima coloand punctele intermediare de
calcul, iar pe coloanele urmatoare valorile functiilor necunoscute in aceste puncte intermediare.

Functia predefinita ,, Rkadapt”

Functia predefinita Rkadapt rezolva numeric un sistem de n ecuatii diferentiale prin metoda
Runge-Kutta cu pas adaptativ. Functia este apelata cu urmatorii parametrii:

S = Rkadapt(Y0,1t1,t2,N, D) (27)
unde: YO — este un vector cu n valori initiale pentru cele N necunoscute ale sistemului de ecuatii
diferentiale; t1, t2 — sunt capetele intervalului pe care se doreste rezolvarea numerica a sistemului
de ecuatii diferentiale; N — este numarul punctelor intermediare de calcul; D — este un vector de
functii de forma D(t, y) care descriu membrul drept al ecuatiilor care formeaza sistemul de ecuatii
diferentiale.

Functia returneaza o matrice S, care contine pe prima coloand punctele intermediare de
calcul, iar pe coloanele urmatoare valorile functiilor necunoscute in aceste puncte intermediare.
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