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Metode Numerice 

INTEGRAREA NUMERICĂ  

 

 

Demonstrația 01 (Formulele Newton-Côtes): 

 Având în vedere că integrala definită ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥
𝑏

𝑎
 nu poate fi direct calculabilă se va 

aproxima funcția cu un polinom de interpolare astfel încât 𝑓(𝑥) = 𝑝𝑁(𝑥) + 𝑅𝑁(𝑥) deci integrala 

va fi:  

𝐼 = ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= ∫𝑝𝑁(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+∫𝑅𝑁(𝑥)𝑑𝑥 ⟺

𝑏

𝑎

∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

≈ ∫𝑝𝑁(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

Polinomul de interpolare poate fi asimilat cu polinomul de interpolare Lagrange: 

𝑝𝑁(𝑥) = 𝐿𝑁(𝑥) =∑𝑙𝑖(𝑥) ∙ 𝑓(𝑥𝑖)

𝑁

𝑖=0

 

unde: 

𝑙𝑖(𝑥) =
(𝑥 − 𝑥0)⋯ (𝑥 − 𝑥𝑖−1)(𝑥 − 𝑥𝑖+1)⋯(𝑥 − 𝑥𝑁)

(𝑥𝑖 − 𝑥0)⋯ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖+1)⋯ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑁)
=∏

𝑥 − 𝑥𝑗

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗

𝑛

𝑗=0
𝑗≠𝑖

 

este polinomul bază Lagrange,  

𝑅𝑁(𝑥) =
𝑓(𝑛+1)(𝜉)

(𝑁 + 1)!
(𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)⋯(𝑥 − 𝑥𝑁) 

este restul Lagrange, iar 𝜉 este un punct din cel mai mic interval care conține nodurile 

 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑁 și 𝑥.   

 Deci formula de cuadratură (integrare numerică) Newton-Côtes este:  

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝐿𝑁(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

+∫ 𝑅𝑁(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ [∑𝑓(𝑥𝑖) ∙ 𝑙𝑖(𝑥)

𝑁

𝑖=0

] 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

+∫
𝑓(𝑛+1)(𝜉(𝑥))

(𝑁 + 1)!
∏(𝑥 − 𝑥𝑖)

𝑁

𝑖=0

𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=∑𝑎𝑖 ∙ 𝑓(𝑥𝑖)

𝑁

𝑖=0

+
1

(𝑁 + 1)!
∫ 𝑓(𝑛+1)(𝜉(𝑥))
𝑏

𝑎

∏(𝑥 − 𝑥𝑖)

𝑁

𝑖=0

𝑑𝑥 
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unde 𝜉(𝑥) ∈ [𝑎, 𝑏] pentru orice 𝑥 și se notează: 𝑎𝑖 = ∫ 𝑙𝑖(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
, 𝑖 = 0,1,… , 𝑁 

 Deci formula de cuadratură devine: 

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

≈∑𝑎𝑖 ∙ 𝑓(𝑥𝑖)

𝑁

𝑖=0

 

cu eroarea dată de relația: 

𝐸𝑟𝑜𝑎𝑟𝑒(𝑓) =
1

(𝑁 + 1)!
∫ [𝑓(𝑛+1)(𝜉(𝑥))∏(𝑥 − 𝑥𝑖)

𝑁

𝑖=0

] 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

Pentru fiecare 𝑁 ≥ 1 cele 𝑁 + 1 numere reale 𝑎𝑖 sunt independente de funcția 𝑓, pot fi tabelate, 

deci pot fi folosite pentru orice aplicație și se numesc coeficienții lui Côtes. 

 

Demonstrația 02 (Formula Trapezelor): 

 Aplicând Langrange pentru 𝑁 = 1 avem: 𝑓(𝑥) = 𝐿1(𝑥) + 𝑅1(𝑥) 

unde: 

𝐿1(𝑥) =∑𝑙𝑖(𝑥) ∙ 𝑓(𝑥𝑖)

1

𝑖=0

= 𝑙0(𝑥) ∙ 𝑓(𝑥0) + 𝑙1(𝑥) ∙ 𝑓(𝑥1) = 

=
𝑥 − 𝑥1
𝑥0 − 𝑥1

∙ 𝑓(𝑥0) +
𝑥 − 𝑥0
𝑥1 − 𝑥0

∙ 𝑓(𝑥1) =
𝑥 − 𝑏

𝑎 − 𝑏
∙ 𝑓(𝑎) +

𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
∙ 𝑓(𝑏) 

 

𝐼(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ 𝐿1(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎⏟      
𝑇1(𝑓)

+∫ 𝑅1(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

De unde integrala se poate aproxima ca și: 

𝐼(𝑓) ≈ 𝑇1(𝑓) = ∫ 𝐿1(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫
𝑥 − 𝑏

𝑎 − 𝑏
𝑓(𝑎)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

+∫
𝑥 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
𝑓(𝑏)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

cu eroarea: 

𝐸𝑟𝑜𝑎𝑟𝑒𝑎 = ∫ 𝑅1(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

,   𝑅1(𝑥) =
𝑓′′(𝜉𝑋)

2!
(𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏),   𝜉𝑋 ∈ (𝑎, 𝑏) 

pe de altă parte 

𝐸𝑟𝑜𝑎𝑟𝑒𝑎 = 𝐼(𝑓) − 𝑇1(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

−∫ 𝐿1(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫ (𝑓(𝑥) − 𝐿1(𝑥))⏟          
𝑅1(𝑥)

𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=

=
1

2
∫ 𝑓′′(𝜉𝑋)(𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

𝑇.𝑀𝑒𝑑𝑖𝑒
⇒     {

𝑓, 𝑔 − integrapbile pe [𝑎, 𝑏]

𝑓 − mărginită 𝑚 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 𝑀

𝑔(𝑥) − semn constant pe (𝑎, 𝑏)
⟹ ∃𝜇 ∈ (𝑚,𝑀]:∫ 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

= 𝜇∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 

Deci: 

𝐼(𝑓) − 𝑇1(𝑓) =
1

2
∫ (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏)𝑓′′(𝜉𝑋)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
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𝑇.𝑀𝑒𝑑𝑖𝑒
⇒     𝐼(𝑓) − 𝑇1(𝑓) =

𝑓′′(𝜂)

2
∫ (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 𝑏)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= −
1

12
(𝑏 − 𝑎)3𝑓′′(𝜂) 

unde 𝑓′′(𝜂) = 𝜇 din T.Medie 𝜂 ∈ (𝑎, 𝑏) 
 

 În consecință dacă scade lungimea intervalului (𝑎, 𝑏) atunci scade și eroarea aferentă 

formulei. 

Deci: 

𝐼(𝑓) =
𝑏 − 𝑎

2
(𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏)) −

1

12
(𝑏 − 𝑎)3𝑓′′(𝜂) 

 

Demonstrația 03 (Formula Generalizată a Trapezelor): 

 Se împarte intervalul [𝑎, 𝑏] în 𝑁 subintervale, 𝑁 + 1 puncte de discretizare (noduri): 

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 < ⋯ < 𝑥𝑁−1 < 𝑥𝑁 = 𝑏 

Pe fiecare subinterval [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] se aplică metoda Trapezelor: 

𝐼(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=∑∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑁

𝑖=1

≈∑
𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1

2
(𝑓(𝑥𝑖) + 𝑓(𝑥𝑖−1) = 𝑇𝑁(𝑓)

𝑁

𝑖=1

 

Dacă se utilizează intervale echidistante 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 = ℎ ⟹ ℎ =
𝑏−𝑎

𝑁
 atunci: 

𝐼(𝑓) ≈ 𝑇𝑁(𝑓) =
ℎ

2
(𝑓(𝑥0) + 2𝑓(𝑥1) + 2𝑓(𝑥2) + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑁)) 

=
ℎ

2
(𝑓(𝑥0) + 𝑓(𝑥𝑁) + 2∑ 𝑓(𝑥𝑖)

𝑁−1

𝑖=1

) 

iar 

𝐸𝑟𝑜𝑎𝑟𝑒𝑎 = 𝐼(𝑓) − 𝑇𝑁(𝑓) =∑∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑁

𝑖=1

−∑
𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1

2
(𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1))

𝑁

𝑖=1

=∑

[
 
 
 
 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

−
𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1

2
(𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1))

⏟                            

−
1
12
ℎ3𝑓``(𝜉𝑖,ℎ) | (eroarea de la Trapez),    ξi,h∈[𝑥𝑖−1,𝑥𝑖] ]

 
 
 
 

𝑁

𝑖=1

 

⟹ 𝐸𝑟𝑜𝑎𝑟𝑒𝑎 = −∑
1

12
ℎ3𝑓′′(𝜉𝑖,ℎ)

𝑁

𝑖=1

= −
1

12
ℎ3∑𝑓′′(𝜉𝑖,ℎ)

𝑁

𝑖=1

,     ℎ =
𝑏 − 𝑎

𝑁
 

⟹ 𝐸𝑟𝑜𝑎𝑟𝑒𝑎 = −
𝑏 − 𝑎

12
ℎ2 ∙

1

𝑁
∑𝑓′′(𝜉𝑖,ℎ)

𝑁

𝑖=1⏟        
𝑓``(𝜉ℎ)

|
|  T. Valorii Medii Dicrete 

unde: 𝜉ℎ ∈ [𝑎, 𝑏] depinde de valoarea lui ℎ 

⟹ 𝐸𝑟𝑜𝑎𝑟𝑒𝑎 = −
𝑏 − 𝑎

12
∙ ℎ2 ∙ 𝑓′′(𝜉ℎ) 
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Convergența Procesului: 

lim
𝑁→∞

|𝐼(𝑓) − 𝑇𝑁(𝑓)| = lim
ℎ→0

𝑏 − 𝑎

12
∙ ℎ2 ∙ |𝑓′′(𝜉ℎ)| ≤ (lim

ℎ→0

𝑏 − 𝑎

12
ℎ2) ∙ max

𝑥∈[𝑎,𝑏]
|𝑓′′(𝜉ℎ)| = 0 

 

⟹ lim
𝑁→∞

𝑇𝑁(𝑓) = 𝐼(𝑓) – rezultatul exact pentru 𝑁 → ∞ 

 

Demonstrația 04 (Formula lui Simpson): 

Aplicând Langrange pentru 𝑁 = 2 pe trei puncte consecutive 𝑥0 = 𝑎, 𝑥1 =
𝑎+𝑏

2
, 𝑥2 = 𝑏  

ℎ = 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑥1 − 𝑥0 =
𝑏 − 𝑎

2
 

avem:  

𝐿2(𝑥) = 𝑓(𝑥0) ∙ 𝑙0(𝑥) + 𝑓(𝑥1) ∙ 𝑙1(𝑥) + 𝑓(𝑥2) ∙ 𝑙2(𝑥) 

de unde formula integralei va avea următoarea formă: 

𝐼(𝑓) ≈ 𝑆2(𝑓) = 𝐴 ∙ 𝑓(𝑥0) + 𝐵 ∙ 𝑓(𝑥1) + 𝐶 ∙ 𝑓(𝑥2) 

unde: 

𝐴 = ∫ 𝑙0(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

,         𝐵 = ∫ 𝑙1(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

, 𝐶 = ∫ 𝑙2(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

𝐴 = ∫ 𝑙0(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= ∫
(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)

(𝑥0 − 𝑥1⏟    
−ℎ

)(𝑥0 − 𝑥2⏟    
−2ℎ

)
𝑑𝑥

𝑎+2ℎ

𝑎

=
1

2ℎ2
∫ [𝑥 − (𝑎 + ℎ)][𝑥 − (𝑎 + 2ℎ)]𝑑𝑥
𝑎+2ℎ

𝑎

 

Se face substituția: 𝑥 − 𝑎 − ℎ = 𝑢 ⇒ 𝑑𝑥 = 𝑑𝑢, {
pt.  𝑥 = 𝑎 avem  𝑢 = −ℎ
pt.  𝑥 = 𝑎 + 2ℎ avem 𝑢 = ℎ

  

𝐴 =
1

2ℎ2
∫ 𝑢(𝑢 − ℎ)𝑑𝑢
ℎ

−ℎ

=
1

2ℎ2
∙ (
𝑢3

3
− ℎ

𝑢2

2
)|
−ℎ

ℎ

=
ℎ

3
 

 Analog: 𝐵 =
4ℎ

3
 și 𝐶 =

ℎ

3
 

deci: 

𝐼(𝑓) ≈ 𝑆2(𝑓) =
ℎ

3
∙ (𝑓(𝑥0) + 4𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2)) 


