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Metode Numerice

INTEGRAREA NUMERICA

Demonstratia 01 (Formulele Newton-Cates):

Avand in vedere ca integrala definita f; f(x) dx nu poate fi direct calculabila se va

aproxima functia cu un polinom de interpolare astfel incat f(x) = py(x) + Ry (x) deci integrala
va fi:
b b b b

I = ff(x)dx = pr(x)dx+fRN(x)dx(:)ff(x)dx ~ pr(x)dx

a a a a

a
Polinomul de interpolare poate fi asimilat cu polinomul de interpolare Lagrange:

pu() = Ly(@) = ) L@ - f(x)
i=0

unde:

Li(x) =

(r = 20) - (% = %) (X = Xiyn) - (¥ = 2y) 1—[ x =%

(g = x0) =+ (6 — X—1) (X — Xj41) -+ (x; — Xn) -0 Xi — Xj
J#i

este polinomul baza Lagrange,

(n+1)
Ry(x) = ’;N+§,)( — x0)(x = x1) - (x = 2

este restul Lagrange, iar ¢ este un punct din cel mai mic interval care contine nodurile
Xg, X1, -, Xy S1X.
Deci formula de cuadratura (integrare numerica) Newton-Cotes este:

f f(x)dx = beN(x)dx + LbRN(x)dx

f [Zf(xi) L (x) [ dx +fa PEE) 1_[( —x;) dx

(N +1)!
Z @ )+ G j FOD(E)) ]_[(x - x) dx

i=0




b

UNIVERSITATEA
TEHNICA

DIN CLUJ-NAPOCA

unde &(x) € [a, b] pentru orice x si se noteaza: a; = fab li(x)dx,i=0,,..,N
Deci formula de cuadratura devine:

b
1= feodx =Y 4 fo

iP1=

1=
cu eroarea data de relatia:

1 b -
Eroare(f) = o575 | [f("“)(E(X)) [ |- xl-)] dx
a i=0

Pentru fiecare N > 1 cele N + 1 numere reale a; sunt independente de functia f, pot fi tabelate,
deci pot fi folosite pentru orice aplicatie si se numesc coeficientii lui Cétes.

Demonstratia 02 (Formula Trapezelor):
Aplicand Langrange pentru N = 1 avem: f(x) = L;(x) + R;(x)
unde:
1
L) = ) LG () = () f(xo) + () fGxy) =
i=0

X — X X—Xx

—_— . 0. ——x_b. —x_a.
= )t ) =y f@ 4 )

b b b
I(f)=f f(x)dx=f Ll(x)dx+f R, (x)dx

S— —
T1(f)
De unde integrala se poate aproxima ca si:

b by —p by —q
1) ~ To(f) = f L (O)dx = f = fla)dx + f 2 f by
CU eroarea.
(&) (
2!

b
Eroarea = j Ri(x)dx, R{(x) = x—a)(x—Db), ¢, €(a,b)

pe de alta parte

b b b
Eroarea = I(f) — T (f) = j f(x)dx — j Ly(x)dx = f (f(x) — Ll(x)) dx =

@ @ Ry (x)

1 b
5| r@oe-ae - ha

rueaie | f+9 — integrapbile pe [a, b] Y .
=) [ marginitam < () < M = 3u € (m, M]=f fO0) - g(dx = p f g(x)dx
g(x) — semn constant pe (a, b) a a

Deci:
1 b
D=1 =5 &= - b Enda

a

~2~
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B ) - Ty = L

unde f"'(n) = u din T.Medie n € (a, b)

b 1
L - - bydx = = 15 - %)

In consecintd dacd scade lungimea intervalului (a,b) atunci scade si eroarea aferenti
formulei.
Deci:

b—a 1
1) = == (f(@) = F(b)) = 35 (b~ )*f"(m)

Demonstratia 03 (Formula Generalizati a Trapezelor):

Se imparte intervalul [a, b] in N subintervale, N + 1 puncte de discretizare (noduri):
a=x0<x1<x2<-"<xN_1<xN=b

Pe fiecare subinterval [x;_q, x; ] se aplica metoda Trapezelor:
N

1) = [ e = Z [ reode~ Y BT ) + £ = )

Xi-1 i=1

- b—-a .
Daca se utilizeaza intervale echidistante x; —x;_y = h = h = -~ atunci:

h
I(f) = Ty(f) = E(f(xo) +2f(x) + 2f(xz) + - +f(x1v))

h N-1
= E(f(xo) + fxy) + 2 Z f(xi)>

iar
Eroarea = 1)~ TP = ). | l_jf(x)dx—Zl%(ﬂxo - fG)
|
N .
=3 f £ = () = f (1)

—1—12h3f“(§i_h) | (eroarea de la Trapez), & hE[xi 1%

N
1
= Eroarea = —Zﬁhgf"(fi,h) = __h32f”(flh)
i=1

b—a , 1N o
= Eroarea = — 3 h? Nz f""(&.r)| T.Valorii Medii Dicrete
I3,
unde: &, € [a, b] depinde de valoarea lui h
—a
= Eroarea = e “h%- " (&)

~3~
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Convergenta Procesului:

b —
L 1) = Tu(P)] = lim === % - | (&)] < (lim

12

a 2), " _
h xrell[%]lf El=0

= Allim Tn(f) = I(f) — rezultatul exact pentru N — oo

Demonstratia 04 (Formula lui Simpson):

Aplicand Langrange pentru N = 2 pe trei puncte consecutive x, = a,x; = ﬂb,x2 =b

2
b—a
2

h=x2—xl=x1—x0=
avem:

Lr(x) = fxo) - Lo(x) + f(x1) - L (x) + f(x2) - [ (x)

de unde formula integralei va avea urmatoarea forma:

I(f) = S;(f) =A-f(xo) + B f(x1) +C- f(xz)

unde:

b b b
A =f lo(x)dx, B =f [, (x)dx, C =f [,(x)dx

a

b a+2h _ _ a+2h
A= f l,(x)dx = f wox)emxs) Lo if [x — (a + W)]lx - (a + 2h)]dx

(X0 —x1)(xo —X;) ~ 2h?
—h —2h
T _ pt. x =aavem u = —h
Se face substitutia: x — a h_u:dx_du’{pt.x=a+2havemu=h
A—lh( h)d—l u3hu2h_h
T2nz ), T T \3 T 2|, T3
h

Analog: B =Mgc==L
3’ 3

deci:

h
1) = $:(0) =3 (o) + 4£(r) + f (1))



