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Ecuatiile neliniare constituie una din cele mai frecvente aplicatii de calcul
numeric care apar in cadrul activitatilor de proiectare din ingineria electrica.

Problema...

» EXxpresia ecuatiei este foarte complicata sau valorile coeficientilor nu se cunosc
exact (rezultati din determinari experimentale sau au fost calculati pe baza unor
Ipoteze simplificatoare)!

Concluzia...

»Nu se pune problema solutionarii exacte a ecuatiilor cu metode directe (nr. finit de
pasi — cunoscut apriori)

»Se utilizeaza metode numerice aproximative — metode iterative cu convergenta
teoretic infinita dar practic finita (prin estimarea permanenta a gradului de precizie a

determinarii solutiei sau solutiilor)

> Solutiile ecuatiilor neliniare se obfin asadar ca limite ale unor siruri |
convergente.




Engineering is seeing solutions,
not finding problems

L
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> Testarea stabilitatii la mici perturbatii a generatoarelor electrice distribuite
(ex. turnuri eoliene), conectate la retea; solutiile complexe ale unei ecuatii
polinomiale
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» La proiectarea masinilor electrice care actioneaza compresoare de frig, care

functioneaza in regim de saturatie, este necesar sa se calculeze campul magnetic in |
zona punctului de functionare in care inductia magnetica ajunge la 2 Tesla; impune
rezolvarea unei ecuatii polinomiale;




> In dimensionarea mecanica a unei linii electrice aeriene (LEA),

se rezolva

ecuatia de stare a conductoarelor electrice, care exprima comportarea liniei sub
actiunea efortului unitar exercitat de conductoare asupra stalpilor de sustinere si n

conditii meteorologice diferite (vant, chiciura);
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Curbele de montare se refera la variatia efortului
unitar o si a sagetii f in functie de temperatura t.

30 20 40 ol 10 20 30 40 anOther

Exemplu concret: Tn cadrul unui studiu coexistentd LEA — CATV
(retea de cablu TV - Turda ) s-a impus rezolvarea repetata a ecuatiei
de stare, avand diferite valori ale coeficientilor, cu scopul de a
verifica rezistenta LEA existentd, Tn conditiile montarii pe acelasi
tronson de stélpi a retelei CATV;,




Considera(ii Teoreti

[T

Se considera o ecuatie de forma generala:
f(x)=0

Pentru majoritatea aplicatiilor din ingineria electrica — domeniul de definitie este
un interval I

f:1 >R

Teorema lui Rolle-de localizare a radacinilor:

f(a) -f (b) <0= - Xp € (a, b) X,-radacina ecuatiei

Observatii

Daca f(x) este un polinom atunci ecuatia se numeste ecuatie algebrica; in caz
contrar se numeste ecuatie transcendenta

Se numeste: - radacina functiei (ecuatiel) — numai la ecuatii algebrice

- zeroul (solutia) functiei - la ecuatii transcendente




Rezumat

» Se va demonstra pas cu pas modul Tn care o aplicatie reala (provenita
din ingineria electrica) se modeleaza matematic si apoi se rezolva
numeric cu ajutorul metodelor numerice;

» Intuitiv, vor fi experimentate fazele de solutionare numerica a
ecuatiilor algebrice (polinomiale), stabilite ca model matematic al
aplicatiei reale;

» De la desfasurarca particularizata a metodei numerice de rezolvare,
se trece la descrierea el generala, fiind subliniate limitele de
aplicabilitate, avantaje si dezavantaje,
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1, Metods bisectiet (a injumtiitirit intervalului)

Aplicatia Practica

Societatea de transport a energiei electrice, S.C TRANSELECTRICA S.A, si-a
stabilit ca obiectiv de investitii pe anul 2009 construirea unei linii electrice de
interconexiune intre doua statii electrice. Pe distanta celor doua statii, datorita
diferentelor de teren, amplasamentul se Tmparte in doua zone, delimitate printr-o
linie WE, asa ncat costul executiei liniei pe fiecare zona se caracterizeaza prin
indicii C; s1 C.,.

Se pune problema stabilirii traseului optim al liniei astfel incéat costul de
executie sa fie minim.

Pentru solutionarea modelului matematic care provine din aceasta aplicatie este
necesar apelul la 0 metoda numerica.
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Specificarea

problemei reale
(Traseu optim LEA)

inducere

Confruntarea cu
realitatea

A

Interpretarea solutiei
(cost minim)

Modificare
model

deducere

Construirea unui model fizic
(geometria traseului)

Formularea problemei
matematice
(ecuatie algebrica)

Rezolvarea problemei
matematice

Y

Metoda numerica
(Bisectia)




Modelul matematic pe baza datelor problemei tehnice de solutionat:

"

—on3a de delimitare

Stata 2

Reprezentarea geometrica de amplasament

C,-sing, =C, -siné,

x{szxJC

Ideea de baza se reduce la localizarea
unui punct P pe frontiera WE prin care
linla electrica sa traverseze Ilimita de
separatie dintre cele doua zone. Avand la
dispozitie indicii de cost, se poate stabili o
relatie de egalitate intre sinusurile
unghiurilor formate de directiile traseelor
de linie din cele doua zone si
perpendiculara dusa prin punctul P la zona
de delimitare:




Exprimarea devine mai sugestiva prin inlocuirea datelor cunoscute:
a=3 km; b=1 km; WE=L=12 km; C,=87000 RON/km; C,=93000 RON/km.
—~1080- x* + 25920 - x° — 225792 - x* +1868184 - x —11209104 = 0

Coeficienti determinati experimental si prin simplificari in model!!!

»Necunoscuta in aceasta ecuatic polinomiald (algebrica) este distanta X de la
marginea W la punctul P (capetele se considera stiute X,y $i Xg).

»Daca membrul stang al acestei ecuatii Se exprima ca 0 functie f(x), evident
derivabila pe intervalul [x,,;Xg], se permite efectuarea urmatoarelor testari:

f(x) =-1080-x* + 25920 x*> — 225792 - x* +1868184 - x —11209104
Daca:  f(xy)-f(xg)<0

Tntre cele doud valori limita pe care poate sa le ia necunoscuta x trebuie sa existe |
0 valoare care sa anuleze functia (Rolle)!!!




Reprezentarea grafica a polinomului pe intervalul definit arata clar indeplinirea
conditiei anterioare:

T \\ Dar mai mult decat atat, in vederea
o % @ localizarii ct mai exacte a solutiei, se
o2 4 6 =~ 10 12 gugereazd ideea tmpartirii intervalului prin
| injumatatire succesiva:
O x .. 1
c= E-(xW +Xe )

Variatia polinomului si partitionarea intervalului de definire

Daca  f(x,)- f(c)=0 solutia este chiar valoarea c;

f(Xxy)-f(c)<0  solutia se afld in intervalul [X,, ; Cl;

f(x,)- f(c)>0 solutia se afld in cealaltd jumatate de interval.

Observatie: reprezentarea grafica a functiei ofera ca evidenta validitatea celei de-a
treia ipoteze. up

UNIVERSITATEA
TEHNICA

CLU-HAPDCA




Se injumatateste intervalul [c; Xc] prin aceeasi formuld de mediere aritmetica:
1
d==-(c+x)
2

Variatia grafica a functiei polinomiale arata clar verificarea inegalitatii !

| :3 \\dﬁ_@ f(d)- f(xe) <0

0 ; 4 6 ' 10 12
//"/’é'ﬂ// Indica localizarea solutiei n intervalul delimitat

de punctele Tn care se face aceasta evaluare!!!

i)

A doua Tnjumatatire a intervalului

Continuand cu injumatatirea intervalului, se observa, restrangerea domeniului in
care se afla solutia, apropierea tot mai certa de valoarea care anuleaza functia
polinomiala'

; @

ﬁ//.%//‘—j-.lj :I_I 2
\ Continuarea partitionarii intervalului;

apropierea de solutie




Procesul de restrangere treptata a intervalului de definire se poate derula pana
cand evaluarea functiei in variabila de injumatatire (c, d, ...) devine mal mica decat
o valoare impusi, ori efectiv se anuleaza. In oricare din aceste situatii, Se considera
determinata solutia realizabila a polinomului Tn limita unei precizii, impuse apriori.

» Modalitatea prin care s-a solutionat aplicatia propusa nu reprezinta altceva decat
0 metoda numerica, numitd metoda bisectiei (metoda injumatatirii intervalului).
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»Pornind de la cele expuse, se va cauta descoperirea
caracterului de generalitate al acestei metode.




Ideea se transpune generalizat dupa urmatorul algoritm:
Pasul 1: Se initializeaza limitele intervalului de cautare in care se cauta solutia cu Rolle
[a;b] - [ao ) bo]

Pasul 2: start iterativ. k=0

Pasul 3: la un pas oarecare al procesului de calcul se determina noua valoare a solutiei

1
Cyi1 = Gy +E'(bk _ak)

Pasul 4: La acelasi pas se calculeaza f (C,,,), f(a,) rezultand noile limite ale intervalului de cautare:

f (Ck+1) ) f (ak) < O — ak+1 — a‘k ’ bk+1 — Ck+1
Pasul 5: Daca:

f(c.) f(b)<0=a,, =c. ;b =b

Pasul 6: Incrementeaza k=k+1 sireiaPasul 3.

A




»Oricat de mult s-ar restrange intervalul in jurul solutiei, exista posibilitatea ca
valoarea determinata considerata drept solutie sa nu fie cea adevarata.

»Mai mult, procesul iterativ de injumatatire nu poate continua la infinit, ci trebuie
oprit dupa un anumit numar de partitionari. Se va determina acest numar prin
stabilirea unei erori limita intre valoarea determinatd ca si solutie si valoarea
adevarata.

»Demonstratie — Numarul de iteratii necesare - pe tabla

Iog(bO = ao) — log(e)
log(2)

n := round




Comunicare

Pasiva — Asertiva — Agresiva




Concluzit asupra Metodel Bisectiet

» Metoda bisectiei converge spre solutie indiferent cat de departe este punctul de
pornire, fapt pentru care se considera 0 metoda globala de determinare a
solutiilor;

» Convergenta spre solutie este lenta, trebuie executat un numar mare de
impartiri ale intervalului pentru a ajunge la o precizie satisfacatoare;

» Metoda bisectiei nu poate fi utilizata pentru determinarea solutiilor unei functii
care este tangenta la axa Ox, fara sa 0 strapunga, fiindca nu se verifica chiar

conditia de start.

f(a)- f(b) <0

a0y

601

401

201




2, Metoda lui Newtom (metoda tamgemtef)

TSy

Aplicatie Practica

S.C ARMATURA S.A, firma cu profil electromecanic, a primit 0 comandi de
prelucrare a unor placi metalice utilizate Tn constructia releelor de telefonie mobila.
Operatia principala executatd asupra acestor piese consta Tn vopsirea prin
pulverizare in camp electric, procedeu numit vopsire electrostatica.

» Problema care se pune in cadrul acestei aplicatii se refera la gasirea unei legaturi
intre dimensiunile de vopsit ale unei placi si marimile electrice prin care se poate
ajusta procesul. Astfel, prin reglajul acestor marimi, tensiune electrica, respectiv
curent electric care parcurge placile, devine posibil controlul automat al suprafetei
de vopsit pentru fiecare placuta.

» Cunoscand caracteristicile si dimensiunile instalatiei de vopsire clectrostatica,
aplicatia se poate modela simplu printr-un condensator plan n care se introduc
simultan dou piese de vopsit. In primul rand trebuie determinati distanta maxima [
de pitrundere a placilor In interiorul condensatorului plan, distantd care limiteaza |
direct suprafata ce urmeaza a fi acoperita cu vopsea a acestora.




Modelul prin care se poate caracteriza problema:

Dimensiunile geometrice ale sistemului condensator
plan s1 piese de vopsit:
L=0.65m;1=03m;l0=025m;d=1m;
g=0.002m;y=0.15m;

Marimile electrice de alimentare:

U=20000V;i=3A.

Modelarea pieselor si a instalatiei
de vopsire electrostatica

Ramane sa se determine ecuatia de echilibru a fortei electrice cu cea
electrodinamicd, lar din aceastd relatie si se gdseasca marimea variabilei x de |
patrundere a pieselor in interiorul condensatorului.




¥
Y iz dit Forta de respingere dintre cele doud piese se exprima integral cu formula:
L L

! ! 0 . ——X+lg ——X+{,
a2 L | x2 . F (x)=ﬂ°'—|2'€-2 _[ 2 j L dx,dx

| dx? i} 2.0 0 x+x, o °

I m —=X  —=X
< | — ! 2 2

fn |l I lar din ecuatia de echilibru a fortelor F (X)— F (X) =0
¥ t rt e m -
fo " lo
L-2x ! s1 dupa inlocuirile numerice se deduce o ecuatie transcendenta:

Piesele de vopsit — vedere de sus
(9.936 -17.28-x) - In(23—40- x)+(34.56 - x —15.55)- In(9 — 20 - x ) +
+(5.616 -17.28-x)-In(13—-40- x)+(23.95- x ~12.896) = 0
In aceasti ecuatie necunoscuta este distanta maximi de patrundere a pieselor

in interiorul condensatorului, Tn conditiile Tn care sunt fixate marimile electrice de
alimentare.

Pentru a determina valoarea variabilei x care verifica ecuatia neliniara de mai
sus, se noteaza membrul stang al ecuatiei cu 0 functie:

f(x)=(9.936-17.28-x)-In(23-40- x)+(34.56 - x —15.55)-In(9 — 20 - x) +
+(5.616 -17.28-x)-In(13—40- x)+(23.95- x —12.896)




-se dezvolta in serie Taylor functia f(x) Tn jurul unui punct x, retinand doar primii doi termeni
f(X): f(X0)+ f (Xo)'(x_ Xo)

-considerand pe X, ca 0 aproximatie initiald a solutiei ecuatiei de la care s-a pornit, daca in
expresia dezvoltarii Taylor de mai sus se inlocuieste variabila X cu 0 noua aproximare a
solutiei, X, pentru care se presupune ca f(x) se anuleaza, atunci rescriem:

f (%)
£ (%)

-in acest fel aproximatia X, devine calculabila in raport cu prima aproximatie, s1 mai departe
pentru a afla o aproximatie cu o precizie sporitd, efectuam succesiv calculele

f (x,) )

f'(Xl) == X1 =X, f'(Xn)

- ajungem astfel la o aproximatie X,,, a solutiei, pe care in functie de numarul de iteratii parcurse
o vom adopta ca fiind solutia cautata a problemei.

0= f(X0)+ fl(xo)'(xl_xo) = X =X ~

Numeric, pornind de la 0 aproximatie initiald X, = 0.2 m, se ajunge dupi
n =9 iteratii la X, = 0.3 m. .







Caracterul gemeral al metodef lui Newtom

Fie o ecuatie de forma f(x)=0, cu variabila x din [a,b], iar functia continua si de
doua or1 derivabila pe intervalul dat. Dezvoltarea in serie Taylor in jurul unui punct
X,, 1n cazul in care se retin doar primii doi termeni a1 dezvoltarii 1 restul, este:

f(x)=f(x )+(x=x, ) f'(xn)+%-(x—xn)2 £7(&) cu & elxx, ]

Inlocuirea in expresia de mai sus, a unei aproximatii X,,, i locul lui x, si succesiva lui X,
pentru care presupunem ca se anuleaza f(x) conduce la relatiile:

o) ((x,)
_ _ f(Xn) 1 2 f (E_»n) "4 X =X —n
f(x)=0= x=x, - —E-(x—xn) — = T M T (Xn)

f(xn) f (Xn)

neglijarea restului

S-a generat astfel o formula de calcul a solutiilor ecuatiilor, in care apare o eroare

ooooo

recursiv.
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#H07 Daca se admite ci reprezentarea grafici a functiei

arata ca 1n figura 9, iar derivata lui f(x) se reprezinta
ca 0 dreapta care trece succesiv prin punctele

Xo1 Xpy Xgyeey Xy

200

100+
ALGORITM:

1. Se initializeaza solutia cu x; (b=X;)
2% 2. Laun pas oarecare k al procesului iterativ se
calculeaza f(x,), f ’(x,) rezultand noua valoare a

Fig. 9 Interpretare geometrica solutiei aproximative X,
3. Calculul se considera terminat daca:

Xya1 = Xi| <8

»Metoda lui Newton poate fi interpretata geometric: trasare repetata a tangentelor
la functie!

»Procesul continua pana cand se ajunge, 1n limita unei precizii, la
solutia considerata optima.

»Formula de oprire a procesului iterativ, confirmata numeric si
grafic de faptul ca dupa un anumit numar de iteratii, solutia
calculata trebuie sa se stabilizeze




Evaluarea Erorii metodef lui Newtomn

Investigarea marimii ponderii pe care o0 are eroarea, modul prin care se
caracterizeaza convergenta procesului iterativ si efortul computational aferent
acestui proces

Fie functia f cC?(1), IcRsi f(a)=0, pt acl solutie.

f(x,)

Pentru un x dat se defineste: Xoyg =X, ——
f(x,)

Atunci, conform teoremei valorii medii, exista un punct ¢
intre a si x astfel incat din seria Taylor

B SV i 1Y)
)=y lax

Demonstratie - Demonstrarea formulei erorii— pe tabla

(a —x

> Interpretarea relatiei: eroarea la fiecare pas iterativ depinde de patratul
erorii la pasul anterior.




Forme imbungtfite ale metodef lui Newton

[EE

» Pentru a spori convergenta iterativa a solutiei, pentru a creste precizia, ori
pentru a reduce efortul de calcul din metoda initiala a lur Newton au fost deduse
alte forme imbunatatite sau simplificate.

Metoda Newton simplificata

In cazul in care evaluarea derivatei functiei, in fiecare nou punct de aproximare,
este costisitoare, formula lui Newton poate fi adaptata, in sensul retinerii valorii
calculate a derivatei in primul punct de aproximare pe parcursul unui numar de
iteratii, si, eventual, schimbarea acestei valori a derivatei prin recalcularea intr-un
nou punct de aproximare cu :

)

Xn+1 — n f'(Xo)

Se reduce simtitor efortul computational, cu dezavantajul reducerii concomitente |
a convergentei; sunt necesare mai multe iteratii pana la obtinerea unei solutii dorite.




Metoda lui Halley

Din dezvoltarea in serie Taylor, daca se retine si cel de-al doilea termen, se deduce o formula
de aproximare a solufiei, care prezinta convergenta ridicata, cu pretul unui efort de calcul de luat
in seama, datorita evaluarii la fiecare iteratic atat a primei derivate cat si a celei de-a doua:

2-f(x,)

")) —2 ) £ ()

Xog =X

n+1

Metoda secantel

Daca se urmareste eliminarea evaluarii derivatei, aceasta se aproximeaza cu formula de
mai jos, stiut fiind ca ecuatia dreptei care trece prin doua puncte ale functiei, este o dreapta
care poate inlocui tangenta la functie:

£(x, )= F(x0) = f (%)

Xn - Xn—l

care se introduce in expresia initiala a lut Newton:
Xy = Xng
f (Xn )_ f (Xn—l)

Pentru aplicarea acestei metode trebuie cunoscute primele doud aproximatii initiale X, si X,!!!

X, =% —f(x )

n+1 n




Concluzii asupra metodef lui Newtom

[

» Metoda lui Newton este 0 metoda locald, Tn sensul ca procesul iterativ converge
doar daca aproximatia initiala este aleasa suficient de aproape de valoarea adevarata,

» Convergenta metodei lui Newton si a variantelor alternative este mai rapida
decat a metodei bisectiei. S-a observat ca solutia s-a identificat cu o precizie
satisfacatoare n primele trei iteratii;

» Convergenta metodei lui Newton este mai rapida decat a metodei bisectiei, mai
ales Tn apropierea solutiei;

» Convergenta metodei este sigura daca derivata functiei are semn constant in
intervalul:

» Dezavantajul metodei constd Tn faptul ca la fiecare iteratic trebuie evaluata
derivata in fiecare nod ceea ce poate necesita un efort mare de calcul;




» Semnul constant pe intervalul [a,b] a derivatei a doua a functiei asigura 0 viteza
mai mare a convergentei metodei;

» Convergenta depinde si de aproximatia inifiald aleasd a solutiei X, pentru
reducerea numarului de iteratii recomandandu-se satisfacerea conditiei;

f(x,) f"(x,)=0

» Metoda are performante foarte bune din punct de vedere al numarului de iteratii
si al timpului de calcul

> In alegerea uneia sau alteia dintre metodele numerice de solutionare a ecuatiilor
trebuie sa se estimeze efortul de calcul implicat pentru atingerea unei precizii,
dificultatea de evaluare repetata a functiei si a derivatelor ei.
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