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Notatia matriceala conduce la o formulare simpla si concisa a unor
aplicatii deosebit de complexe, mai ales in situatiile Tn care modelul
matematic contine sisteme de ecuatii liniare de dimensiuni mari.

8, Xy + 85X, + ...+ a5, X, =D,

Ay Xy A Xy + ot A X, = b,
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b X
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In unele cazuri, sistemele de ecuatii algebrice liniare apar in mod
natural, din insisi formularea problemei. In multe alte cazuri, insi, |
sistemele de ecuatii liniare rezulta ca urmare a aplicarii unor metode
numerice de rezolvare a problemei initiale.




In aplicatiile din ingineria electrica valorile coeficientilor si termenilor
liberi pot fi afectate de erori (determinari experimentale, calcule
"aproximative®, ipoteze simplificatoare, etc.). Masura 1n care ele
influenteaza solutiile sistemelor de ecuatii liniare determina:

* Sisteme omogene e Sisteme bine conditionate - Master
* Sisteme neomogene e Sisteme rau conditionate - Master

Se poate spune ca rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare joaca un rol
central Tn cadrul metodelor numerice.

Exista 2 categorii de metode de rezolvare a sistemelor de ecuatii
liniare de forma A-x = b:

» metode directe sau “exacte”:

» metode indirecte sau “iterative”. i"i
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Metode Directs
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¢ solutia sistemului rezultad printr-o serie de operatii care se executia 0
singura data, numarul total de operatii aritmetice elementare fiind finit,
depinzand Tn mod direct de dimensiunea sistemului, fiind cunoscut de la
Tnceput.

“ rezultatul furnizat de metodele directe este afectat doar de erorile de
rotunjire si acest avantaj face ca ele sa fie preferate ori de cate ori
dimensiunea si particularitatile sistemului pastreaza numarul de operatii 1n
limite acceptabile.

Exemple de metode directe se pot aminti:
» metoda inversarii matriciale;
» metoda lui Cramer bazata pe calculul determinantilor;
» metoda de eliminare a lui Gauss;
» metoda factorizarii directe LU (Lower-Upper). - Master

Metoda lui Cramer desi in esenta foarte simpla, nu corespunde cerintelor |

practice cand numarul de ecuatii este mai mare ca 3 si cand determinantul
corespunzator matricii sistemului este zero ea fiind Tn general neimplementabila.




Metode Indirecte

* solutia se obtine printr-o serie (proces) de aproximatii succesive, fiecare
secventa de operatii aritmetice elementare (mai mic decat la metodele directe)
este parcursa de mai multe ori, obtindndu-se aproximatii din ce in ce mai bune
ale solutiei pana la atingerea unei precizii fixate dinainte (precizie dorita).
Aceste metode permit obtinerea solutiei numerice a unui sistem de ecuatii prin
generarea unui sir care tinde la solutia exacta.

% practic se poate efectua numai un numar finit de iteratii, erorile de
rotunjire sunt insotite Tn cazul metodelor iterative si de erori de trunchiere.

Avanta] al metodelor iterative: simplitatea si eficienta implementarii
lor Tn programe, in cazurile Tn care nu sunt rezolvabile prin metode directe.

Exemple de metode iterative:

»metoda lui Jacobi:
> metoda Gauss-Seidel - Master ||
»metoda relaxarii - Master b bt
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Se considera sistemul liniar de n ecuatii cu n necunoscute definit de relatia
matriciala A-x=b.

Daca matricea A este nesingulara, atunci aceasta relatie se poate inmulti la
stdnga cu matricea inversa A rezultand:
X =Alb

relatie care evidentiaza clar cele doua faze ale acestel metode: inversare a
matricei A si efectuarea produsului matriceal A1 b.

Metoda inversarii matriceale necesita un timp de calcul relativ ridicat
datorita numarului mare de operatii elementare, aplicarea ei fiind justificata
numai 1n situatiile Tn care este necesara solutionarea repetata a sistemului de
forma A-x=Db, pentru diferite valori ale termenilor liberi pentru ca inversarea
matricii A se face o singura data, la prima rezolvare, la solutionarile

-------

urmatoare fiind necesard numai efectuarea inmultirii matriceale A-1-b.




Metoda lui Gauss (eliminarea Gauss - tHangularizare)

Intr-un caz practic se poate ajunge la sisteme de forma: A-x = b dupa
aplicarea unor metode specifice de rezolvare asupra unor circuite electrice de
curent continuu, ajungandu-se la sistemul scris matricial:

R-I=E=1=R'.E

*R - matricea patratica a rezistentelor din circuit
*E - vectorul coloana a tensiunilor electromotoare ale surselor din circuit
| - vectorul coloana a curentilor necunoscuti

d; A e Qg b, X,
( a, @, .. a b X
allX]_ + a12X2 + 6113X3 + ...+ a.lan :bl A= 21 22 N | b — 5 ‘- )
8,,X, + 8y, X, + By Xg + ..ot By X, =D
21M 22712 2373 2n"*n 2

—anl Anp o ann_ —b”— _Xn_

N

83X, + 83y Xy + 8g5X5 + ...+ 85, X, =Dy

(A Xy + A Xy ApgXg F ot App Xy = bn uraw;!!l:mm
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Ideea de baza a metodei consta in aducerea sistemului de ecuatii prin
transformari elementare la o forma echivalenta, avand matrice superior sau

Inferior triunghiulara, urmatad de rezolvarea sistemului rezultat prin
procedee recurente specifice, foarte eficiente.

Transformarea sistemului initial intr-un sistem de forma triunghiulara
se realizeaza cu ajutorul a trei operatii elementare sau de baza:

1. Interschimabrea a doua ecuatii ntre ele;
2. Inmultirea unei ecuatii cu 0 constanti nenuls;

3. Scaderea unel ecuatii din alta si Tnlocuirea celei de-a doua ecuatie cu
rezultatul scaderii.

Transformarea sistemului este echivalenta cu eliminarea succesiva a
necunoscutelor din ecuatii si Se numeste faza eliminarii.
Rezolvarea sistemului cu matrice triunghiulara consta n determinarea

necunoscutelor si substitutia lor Tn ecuatiile sistemului in ordine inversa,
fiind denumita din acest motiv faza substitutiei inverse.




Etapa eliminarii

(@, X, + 8y, Xy + 8yaXg + .ot Ay X, = by
%, +aPx, +adx, +...+alx, =b{Y
Ay Xy + 8y Xy + 8y Xy + .o+ 8y, X, =D,

By Xy + Ay Xy + 8 Xg + ..+ aann =D,

N

Qg Xy + 8, Xy + 8g9Xg + ..o+ g, X, =0y 4

\an]_X]_ + an2X2 + an3X3 4+ 4 annxn — b \anlxl -+ an2X2 + an3X3 + ...+ ann Xn = bn

Se elimina x,; din toate ecuatiile cu exceptia primeia adica de exemplu la ecuatia i:

Ay X, +8,X, +...+8, X, =D

U
(aiz —ayay, [ ay )Xz + (ai3 —apa; [ ag )Xs Tt (ai a;;ay, /all) =b;, —ayb, / ay;
Ob;inem astfel sistemul: ( a
1 1 1 1 all = j=12,
b,

i, +alx, + . alfx, b b2
) 11

....................................................... ai(jl) _ aij . ailaﬁ!.) ’ J =1,2,...,n;i _ 2’3,”
alyx, +alyx; +..+aldx, =b"  [b® =b, —a,b®




Matriceal, primul pas al metodei eliminarii lui Gauss conduce la
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( ® ® @ ® .y =
X, Ay X, + Ay Xg +oet A Xy F A0 Xeag +o-F ALY X, =Dy

12 13
(2) (2) (2) (2) _h®)
Xy + 55 Xg oty X +A55 0 Xy Het g - X, =Dy
|
(k) (k) _hk)
Xe T Xy Tt - Xy = b,
(k) (k) (k)
a‘n,k+1 Xk+1 + +ann Xn - bn

Faza eliminarii se incheie, impartind cea de a n-a ecuatie la elementul pivot "
care, pentru un sistem cu matrice nesingulard, trebuie sa fie diferit de zero. Rezulta
dupa acest pas sistemul:

B (1)_ I i L1 i k1 il i
1 a%. al.. aV||x| |b il () (l il | (1
0 1 . a?. a?||x| |b@| MTENTE Tyt t O NH g Yt 6, Y=

2 ¥ ) ) ¥

sau matriceal, AM.x=pM,




Din cele obtinute, observam matricea AM™ este superior triunghiulard, iar
sistemul este echivalent cu cel initial A-x=Db, adica are solutia (X, X,, X3,..., X;))-

Faza substitutiei inverse (mersul Tnapoi) presupune parcurgerea in sens
Invers a ecuatiilor sistemului cu matrice triunghiulara, rezultat in faza eliminarii, si
stabilirea solutiei sistemului potrivit unui calcul recursiv prin substitutie regresiva
incepand cu x, din ultima ecuatie continuand cu X, , si terminand cu X, din prima
ecuatie:

1 1 1
“ X1 = b _(afz)xz + afs)xs) “Ii
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Dupa cum se observa, determinarea componentelor solutiei are loc de
la indici mari spre indici mici, fiecare noua componenta depinzénd in mod
explicit numai de componentele determinate la pasul anterior.

Observatie. Metoda de eliminare Gauss permite si calcularea
determinantului matricii sistemului. Se observa ci, matricea A a
sistemului final fiind triunghiulara, are determinantul egal cu produsul
elementelor diagonale, adica: det (AM) =1

det(A)
(1) (2) -1
dqg -dyy" - dg3 ar(1rr]1 )
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det(A™ )=




Metoda triangularizarti a luf Gauss

Algoritmul pentru anularea elementelor de sub diagonala principala (triangularizare).

F(A) =

1 «— rows({A)

m < cols{A)

W A
for k=2.n
for 1=k .n
for jek-1.m
W = b
E AL
W
AW

-A

1,k-1

\ declararea numarului de
elemente de pe primacoloana a

matricei A

\\ incarcarea matncii interne w cu
matricea A

W\ inceperea instructiunii de iterare
forpentruk, 1, |

\\ recalcularea elementelor w,

dupa elementele matfricei A

(formula iterativa realizeaza

friangularizarea) i
\\ programul returneaza matricea

w recalculata

L
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Meltode Iterative de Seluienare

In aplicatiile practice Tn care de obicei matricea coeficientilor
sistemulul A este de dimensiuni mari si numarul elementelor diferite de
zero ale acestel matrici este foarte mic atunci metoda eliminarii a lui Gauss
nu este cea mai indicata metoda de rezolvare a sistemului.

In aceste cazuri tehnicile de eliminare vor fi Tncetinite mult datorita
spatiului mare de memorie necesar pentru a putea lucra cu aceste matrici de
mari dimensiuni dar si faptul ca elementele zero din matricea initiala ar fi
transformate Tn elemente diferite de zero dupa triangularizare.

Decli aceste sisteme mari se vor rezolva cu metode iterative.
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Metoda aproximariler succesive = Jacobi

8 X +a,X, +85,X; +...+8,X, =b
Ay Xy + 8y Xy + A Xg + .o+ 8y, X, =D,
Ay X, + 8gy Xy + 83Xy + ...+ 85, X, =D,

X +8,,X, + 83X +...+ 8, X, =D,

X, =0 X + Xy + o+ o X, + [

J Xy = Qo Xy + Ao Xy + .o+ Uy X, + B

Xy =@ X) + X, + oot o X, + .

all

A: a21

a‘n1

det(A) = OU

a; #0

o=—

X=a-X+f

a, a,
Ay, A,
an2 ann
a
O 12
agg
a
21 0
Ay
anl an2
ann ann

b,

b= b,
_bn
A-X =




Se alege vectorul aproximatiilor initiale ale solutiilor X' = [X1<O) Xgo) Xgo)]T

care se obtine prin masuratori experimentale sau se alege de obicei n aplicatiile practice
ca fiind egal cu vectorul termenilor liberi

Metoda lui Jacobi presupune calculul unui sir de aproximatii succesive x® x@

cu ajutorul formulei de iterare intr-un pas care se demonstreaza prin inductie:
k+1 k
' =g . x) 1+ g

Vectorul solutie dupa prima iteratie este: x =g x(9 4 o

Daca sirul vectorilor solutii la iteratia k, x® care este un sir de solutii
aproximative, converge, atunci limita lui este solutie a sistemului A-x = b:
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lim x(%) = Iim(x("),x(k),...,x(")): X
k—o0 k—o0 1 2 " “Ii
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Demonstratie 1 pe tabla - Convergenta metodei Jacobi

Demonstratie 2 pe tabla
Evaluarea erorii Tn metoda aproximatiilor succesive - Jacobi

18|
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Planificarea s1 Managementul Timpului

« Setarea prioritatilor
IMPORTANTA
Scazuta Ridicata

Scazuti | Nu face Fa mai
acum. tarziu.

URGENTA

Delegarea | Fa acum,

... .| sarcini. %
Ridicata Fa tu.
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