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Introducere
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> In domeniul ingineriei electrice exista situatii practice cand este necesari
evaluarea numerica a valorilor derivatelor si/sau integralelor definite ale unor
functii la care nu se cunoaste expresia analitica a functiei care trebuie derivata sau
integrata, ci doar valorile el in anumite puncte (determinate experimental sau
prin calcule) sau derivarea/integrarea  analitica este greoaie sau chiar

imposibila

» Trebuie tinut cont ca in tehnica de obicel nu se cunoaste expresia analitica a
functiei care trebuie derivata, ci doar valorile ei in anumite puncte (determinate
experimental sau prin calcule).

» Se doreste determinarea aproximativa a derivatei/integralei in punctele unde
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se cunoaste valoarea functiei, cat si in alte puncte.
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Exemple de Aplicafi

¢ Evaluarea supratensiunilor induse datorita trasnetelor pe LEA

Cuantificarea efectelor de supratensiuni
Induse in LEA porneste de la expresiile
deduse pentru campurile electrice si
magnetice generate de trasnet, expresii care
apar in cadrul unor integrale complexe.
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% Planificarea investitiilor in capacitatile de generare, in raport cu pretul introdus
pentru emisiile de CO,;

¢ Evaluarea indicatorilor specifici de caracterizare a curbelor de sarcina la un
consumator industrial, pentru incadrareca in limitele prognozate de putere

absorbit3;
% Studiul efectului de stimulare magnetica a tesuturilor nervoase;
% Predictia defectelor in rotoarele cu colivie la motoarele electrice asincrone;
¢ Proiectarea regulatoarelor de turatie si cuplu, in convertizoarele de frecventa;

% Testarea la defect de scapari a unor conductoare, prin injectia de impulsuri si
evaluarea numerica prin integrare a densitatii de energie;
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+» Stabilirea cantitatilor de energie consumate, pe baza inregistrarilor de
putere — curba de sarcina zilnica (prelucrarea curbelor de sarcina prin
Integrare numerica)

Se considera un receptor de energie electrica pentru care se cunoaste curba de
sarcind zilnica referitoare la puterea activa consumata.

24 Se cere sa se determine energia activa zilnica consumata
W.. = P(t ) . dt de receptor, pe baza prelucrarii curbeli de sarcind prin
zl integrare numerica.
0
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Studiul performantelor transformatoarelor trifazate de putere, cand alimenteaza
sarcini dezechilibrate si neliniare;

Proiectarea masginilor electrice utilizand circuite magnetice: reluctante si

permeante,

Se considera un receptor de energie electrica pentru care se cunoaste curba
de sarcina zilnica referitoare la puterea activa consumata.

Calcularea pierderilor de energie in rotorul unei masini electrice; se aplica
integrale din functii hiperbolice, deduse din expresiile analitice ale intensitatii
campului magnetic;

In proiectarea cuptoarelor cu inductie de utilizare industriald, se impune ca
pierderile de energie in pereti, datorita curentilor turbionari, sa fie minime;
evaluarea acestor pierderi se realizeaza prin calculul numeric al unor integrale
semiinfinite;
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Mettode Numerice cd]@ @al]@tu]ﬂ ale E@I]@I]@W Deiinite

Aceste metode se numesc cuadraturi care
inlatura neajunsurile datorate functiilor care nu admit
=iz fh) primitive si realizeaza determinarea aproximativa a

f(a) ariei domeniului de sub curba y = f(x) 1!
/ Cuadratura este 0 procedura numerica prin
care valoarea unei integrale defintite
] /”/;J =" b
[ (x )dx
d

este aproximata folosind informatii despre integrand numai in anumite puncte
(se cunosc valorile functiei in puncte pe baza unor masuratori experimentale):

X; 1=01..,n;y. =f(x;)

In majoritatea aplicatiilor cele n+1 puncte distincte sunt echidistante in [a,b],
pasul de discretizare fiind

h = Xi+1 — X

1=01...,n X, =




Formule de Cuadratura Newton-Cotes

Formulele de integrare care utilizeaza valorile functiei la capetele
Intervalului de integrare, y, = f(a), yy = f(b) sunt denumite formule inchise.

Foarte uzuale sunt metodele care utilizeaza interpolarea polinomiala pe
o diviziune echidistanta a intervalului de integrare {a = X,, X, ... , Xy = b}
cu pasul:
b—a
h= Xipg =X =———
N

formulele obtinute fiind denumite formule de cuadratura de tip Newton-Cotes.
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Observatie: Metodele concrete de tip Newton-Cotes se diferentiaza
intre ele prin valoarea adoptata pentru ordinul metodei n si prin modul de
considerare a limitelor intervalului de integrare.

> In continuare se vor considera cazurile in care formulele se deduc
utilizand functiile Lagrange de interpolare de ordinul 1 (formula
trapezului) si de ordinul Il (formula lui Simpson) cu nodurile
echidistante.

Formula trapezelor este surprinzator de eficienta chiar si pentru
Intervale infinite. Ambele reguli se obtin aplicand cele mai simple tipuri de
Interpolare subintervalelor diviziunii:

a=X, <X <...<Xyy <Xy =Db h=

X =a+h-i 1=0, “Ii
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.1 Formula de Integrare a Trapezelor

Este 0 aplicatie directd a interpolarii liniare Lagrange in doua puncte.

Se cunoaste functia in doua puncte: a=X,, X, =b = f(x,), f(x); h=(b-a)

b
Se doreste calculul aproximativ al integralei definite: L f(x) dx
utilizand polinomul liniar de interpolare Lagrange: f (x) =L, (x) + R,(X)

3

(1) dx= L) dx+ [R) dx 7
a a a Ffli}{jl f{h:l

£ (2) y=La(x)
R (X) = o (x-a)-(x-b) ) ’ . | i trape |

%

Demonstratia 2 — pe tabli |




Pentru cresterea preciziei calculului, intervalul [a,b] poate fi divizat in N
subintervale prin punctele echidistante x;, I =0, N:

a=X, <X <...<Xy, <Xy =b X, =a+h-Ii h:xm—xi:b;a>0
pe care se aplica repetat formula trapezului, adica:
=t Xi
[f (0 dx;ZU () dxj
a i—0 \*Xi
Deci formula trapezelor generalizati este: Demonstratia 3 — pe tablia
b b—-a ~ (b — a)3
I fy=| f(X)dx=——-| f(@)+ f(b)+2-> f(x) |- f
e (D= 100 36=2-2 1@+ 10 +2- 3 100) |- O (0

Formula poate fi imbunatatita tinind cont de faptul ca eroarea este proportionala
cu 1/N2, adica daca dublam numarul de noduri in care este data functia f, atunci |
eroarea scade de patru ori, dar timpul de calcul va creste. Geometric inseamna ca
f(x) s-a aproximat cu N segmente de dreapta, adica integrala rezulta prin insumarea |
ariilor a N trapeze.
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Formula clasica a trapezelor rezulta prin particularizarea cea mai simpla a versiunii clasice
a metodei Newton-Cotes, pentru n=1. Deci este o aplicatie directa a interpolarii liniare
Lagrange in doua puncte. Se cunoaste functia in doua noduri

X =8, % =b= f(xO ) f(xl); h = (b—a), si se doreste calculul aproximativ al integralei
b
definite _[ f (x)dx , utilizand polinomul liniar de interpolare Lagrange adici scriind functia

f(x) = L,(x)+ R(x). Deci integrala calculati cu formula trapezului este:

Tf (x)dx = J'L1 dx+IR (x)dx

I Trapez ( f ) ITrapez (Ll ) EroareTrapez

Deci integrand polinomul Lagrange si restul se obtine formula trapezului:

()= [ £00ix = 222 [ @)+ £0))- ©22 . o)

12

Eroarerrape;

Deci formula trapezelor generalizata cu & e (a, b), este:

jf [f<a>+ f<b>+z-f‘zlf<xi>}Mf~<f>

12n®

EroarerrapezGen




Fromula Trapezelor

TR [EEE

Fie functia, f(x):e_x2 .sin(x) definita pe intervalul[a,b]; f :[a,b] > R. Se
cere calculul valorii integralei definite pe intervalul [a,b], utilizdnd formula trapezelor si
evaluarea erorii de calcul a acestei formule.

Pasul 1. Se introduce functia f(x): -

X

f(x):=e = -sin(x)
Pasul 2. Se definesc capetele intervalului de definire a functiei, numarul N de puncte

intermediare de calcul si se fixeaza pasul de integrare h (distanta dintre doua puncte
intermediare vecine pentru a fixa lungimea subintervalelor echidistante pe intervalul [a,b]):

b_
a=1 b= 7 N = 20 b= Na h=03

Pasul 3. Se introduce vectorul x a carui elemente sunt valorile absciselor x; care reprezinta
capetele subintervalelor echidistante in care a fost impartit intervalul [a,b]. Elementele

acestui vector se definesc utilizandu-se tasta ([) pentru indicelei al variabilei x.

1.=0..N xi::a+h-i




Pasul 4. Se calculeaza valoarea integralei definite pe intervalul [a,b] utilizand formula

trapezelor. Indicele formal trapez se introduce cu tasta (.), iar suma prin intermediul
comenzii Summation din toolbar-ul Calculus (shortcut: Ctrl #):

N-1

h
Ipapez = 5| f(2) +£(b) +2%" f(x) Iyapez = 0132938
i=1

Pasul 5. Se evalueaza eroarea metodei conform formulei:

MaxErr — %.(3 f(xN) _ 4f(xN_1) + f(xN_z) + 3f(x0) - 4f(x1) + f(xz))

| MaxErr| = 3.685 x 10 >

Pasul 6. Se calculeaza integrala definita pe intervalul [a,b]cu ajutorul operatorului de
Integrare din Mathcad prin apelarea comenzii Definite Integral toolbar-ul Calculus (&):

IdEf = J f(X) dx IdEf = 0.129738

da

Eir == |Idef _ ITrapez| Err = 5.056 x 10
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.1l Formula de Integrare a lul Simpson

O imbunatatire a Integrarii numerice fata de regula trapezelor: prin utilizarea
polinoamelor de interpolare de grad mai mare.

Acesta ar fi pasul logic urmator pentru a genera o regula de cuadratura pentru
Integrare pornind de la interpolarea patratica adica utilizarea polinoamelor
algebrice de gradul doi pentru aproximarea unei functii intre trei noduri
consecutive.

In acest fel se poate pune in evidentd una dintre cele mai uzuale formule de
integrare numerica, formula lui Simpson. In cazul in care numarul nodurilor prin
care este definita functia de sub integrala este par atunci pe primul sau pe ultimul
Interval se aplica formula trapezului.

Se cunoaste functia in trei noduri:

a+b

% =8 % =C=—, x,=b= f(x,), f(x) f(x,) x =a+h, h:E

2

iar polinomul de interpolare Lagrange de ordin Il este cel cu care se aproximeaza |
functia de sub integrala definita.




4 f e . o -
) Observatie: Interpretarea geometricd a formulei

lui Simpson, prezentata 1n figura, indica aproximarea
ariel de sub curba y = f(x) cu aria de sub parabola
(definita de polinomul de interpolare Lagrange) care
aproximeaza functia f(x).

La(x)

Se presupune interpolarea functiei de integrat f(x)
cu un polinom patratic P,(x) 1n nodurile Xy, X, X,.

F(x)=L,(x)+R,(x) jbf (x) dx = LbLZ (x) dx + LbRZ (x) dx

Formula lui Simpson: Demonstratia # — pe tabla

f(x)dx:%(f (a)+4- f(c)+ f(b))—h—S- f(¢)

I Simpson ( f ) = 90

D e T

Cu cat lungimea intervalului [a,b] este mal mica cu atat resturile sunt

mai mici. i“i

UNIVERSITATEA §
TEHNICA '

DIN CLUJ-NAPOCA




.2 Formula I]tu]ﬂ Sﬂm[m @@m@n@ﬂﬂza]{té

Date fiind calitatile sale si simplitatea aplicarii practice, formula generalizata se
utilizeaza foarte des, Mathcadul utilizand formula lui Simpson aplicata repetat pe
un numar tot mai mare de subintervale pana la atingerea preciziei dorite.

Pentru cresterca preciziei calculului, intervalul [a,b] poate fi divizat in 2-N

subintervale de lungimi egale 2:h, cu pasul h pe care se aplica formula lui Simpson
pe fiecare interval [X,;,Xy45]-

= h b—a
ISimpsonGen(f) :j f( X= ZE f (le) +4.f (X2|+1) + f (X2|+2)] h = 2—
a 0 .

Pentru h, =h,Vi:

| ¢ Ch[ () +4-F () +2- F (%) +4- (X)) +. 4]
SimpsonGen( )~§ 2 - f(XZi)+4' f(X2i+1)+---+ f(XZN) :|_

:g{f(xo)+4-2f(xk)+2-zf(X,-)+ f(Xon)
k=13,...2N-1 |

]=24,...2N -2




Analog insumand se obtine relatia erorii in formula lui Simpson generalizata:

N -h° b-a)-h’
Er0areas o = ~—o0 rre)=-" 1‘;‘2) f(¢) £elab]

Daca presupunem ca exista M, > 0 astfel incat | f "(x)<M,, xela,b]

b—a)-h*
‘EroareaSimpsonGen S ( 18()) M3
M 5
E . < 3 —
‘ roareaSlmpsonGen < 2880 . N 4 (b a)

g UNIVERSITATEA
TEHNICA
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Fromula lul Simpson

Fie functia, f (X) = e*X2 -sin(x) definita pe intervalul[a,b]; f :[a,b] — R . Se cere
calculul valorii integralei definite pe intervalul [a,b], utilizand formula lui Simpson si sa se
evalueze eroarea de calcul a acestei formule.

-
=

Pasul 1. Se defineste functia f(x): f(x) = e & sin(x)

Pasul 2. Se definesc limitele intervalului, numarul 2N de puncte intermediare de calcul si

b_
a= 1 b= 7 N = 25 hoe —2 h=012
N

Pasul 3. Se introduce vectorul x a carui elemente sunt valorile absciselor x; care reprezinta

capetele subintervalelor echidistante in care a fost impartit intervalul [a,b] .

T 0 1 2 3 4 5

1:= 0..2N X.:=a+ h1 X =
1 0 1 1.12 1.24 1.36 1.48

se determina pasul de integrare h:

Pasul 4. Se calculeaza valoarea integralei definite pe intervalul [a, b] utilizidnd formula lui
Simpson. Sumele se introduc prin intermediul operatorului Range Varible Summation din

toolbar-ul Calculus ($): _
]j=13..2-N -1 k:=2,4..2N -2

h

ISimpson = 3 f(a) + f(b) + 4[2 f(xj)J + Z[Z f(xk)J ISi111p5011 — 0.129733
j k

— 6

Err = |Iges ~ ISimpson| Err = 4.784 x 10




emplu Practc

T

% Stabilirea cantitiatilor de energie consumate, pe baza inregistrarilor
de putere — (prelucrarea curbelor de sarcina prin integrare numerica).

Se considera un receptor de energie electrica pentru care se cunoaste curba de
sarcind zilnica referitoare la puterea activa consumata.

Se cere sa se determine energia activa consumata de receptor, pe durta unei zile,
pe baza prelucrarii curbei de sarcina prin integrare numerica.

1 n/a 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12

t | [h] 0 1 2 3 4 5 6 7 10 11 12
yi=Pi [k‘Nl 2731274277276 | 278 | 314 | 352 | 388 | 4 461 437|432 | 425

1 n'a 13 14 15 16 17 18 19 | 20 21 22 | 23 24

ti | [h] 13 14 | 15 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24
yi=Pi [k‘fﬂ 403|385 | 386395 (4204464674598 | 484 442| 329 | 2.64

TIEElp'LJl [h] e P FE SRR

s}
O

L
el

Puterea Consumatd [kW]
()

24
E, = | P(t)-dt
0




Curba de sarcind activa zilnicd a unui receptor de energie electrica, exprima
variatia in timp a puterii active consumate pe durata unei zile.

Determinarea curbei de sarcina s-a realizat prin inregistrarea variatiei in timp a
puterii active consumate P cu instrumente inregistratoare sau prin masurarea puterii
la anumite momente bine determinate, de regula echidistante (de exemplu, din sfert
in sfert de ora).

Se cere ca pe baza curbei de sarcina sa se determine energia activa consumata de
receptor pe durata unei zile. Energia activa se calculeaza cu relatia:

24
E, = [ P(t)-dt
0

unde t este timpul, iar functia P(t) , reprezentand variatia in timp a puterii active
consumate, este definita, de regula, prin puncte.

In consecinti, calculul integralei se poate face numai cu metode numerice, |
considerand ca lui X 1ii corespunde t, functiei y =f (X) ii corespunde P(t), |
lar ora 0, respectiv 24, sunt limitele intervalului de integrare [a,b]




In continuare se aplici metoda generalizatd a trapezelor, cea bazati pe formula
lui Simpson si formulele de cuadratura de tip Newton-Cétes de ordinul I11
(toate compatibile cu numarul de puncte date).

Rezultatele obtinute sunt prezentate in tabelul de mai jos:

0Odin Metoda | I (Trapez) | II (Simpson) II1
Ex [KWh] 2.885 92 817 92876

Pe baza rezultatelor se poate estima mai exact energia activdi consumata pe
durata unei zile, ca fiind aproximativ 92.8 + 92.9 kWh

Daca se doreste 0 determinare si mai precisa a valorii energiei active consumate,
atunci pasul de discretizare a masuratorilor trebuie sa fie mai mic (adica citirile sa
se efectueze la fiecare jumatate sau la fiecare sfert de ora),

“ UNIVERSITATEA B
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Aplicatia 01

Fie functia de doud variabile f(x,y)=x+y- |sin(x)|+ e definitd pe intervalele

x€la,b]s1y e [ec,d]. Se cere calculul integralei duble pe intreg domeniul de definitie.

Pasul 1. Se defineste functia f(x, v) :

f(x,¥y) =x+vy- |sin(:{)| +e 3y

Pasul 2. Se definesc limitele domeniului de definitie a functiei f(x,y). Se ia un numér

de 2Nx , respectiv 2Ny de puncte de calcul pe cele doui intervale :

a:=0 b:=5 c:=-2 d:=4 Nx = 107 Ny — 10°
Pasul 3. Se determini pasii integrare pe intervalele [a,b]si[c.d] :
b— d -
hy=-——  h,:=—o  h =0025 h =003
2-Nx Y 2Ny

DIN CLUJ-NAPOCA
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Pasul 4. Se determindi punctele intermediare x; 51 v; de calcul pe cele doui intervale:
i:=0.2Nx j:=0.2Ny X=a+ihy  y.=c+jh,

Pasul 5. Se integreazi functia f(x,y) dupi variabila y utilizind formula lui Simpson

pentru fiecare punct intermediar y:

k:=2,4.2Ny -2 1:=1,3..2-Ny -1
h
I = ?F[f(""if"n] %Yy ) 2‘[2%""3’@] * “’Zf(l"iﬂ’l]]
I |

Pasul 6. Se integreaza functia f(x, v) dupi variabila x utilizand formula lui Simpson pentru

fiecare punct intermediar x:
k:=2.4..2Nx -2 1:=1,3..2Nx— 1

hy
Ig= g-{lxo Ly F2) L+ 4*2131] I, =767.0839468763276
k 1

g UNIVERSITATEA
TEHNICA
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Pasul 7. Se evalueazi wvaloarea integralei duble a functier f(x,y) dupi variabilele

x 81y folosindu-se operatorul de integrare din Mathcad (dacd s-ar cunasste forma analitica

a functiei):

b ~d
Iyt :=J J f(x,v)dy dx I4or = 767.0833318910629
a “c

Pasul 8. Se determini eroarea absoluta dintre rezultatul obtinut prin formula Iui Simpson si
cel returnat de operatorul din Mathcad:

Er:=|lger — 14| Er=6.15x10"*

DIN CLUJ-NAPOCA
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Aplicaifa 02

% Se da functia f(x,y)=x?>-2y°+2x+1. Sa se determine aria suprafetei generate de
aceasta funtie pe discul delimitat de inecuatia x>+y? < r2, unde r este 0 constanta.

) r X

2 2
Aria = 1+ (%f(x,y)] + (j—yf(x,y)] dy dx

Pasul 1. Se defineste funtia f(X,y) si constanta r=>5: !

f(x,y) = }{2 - 2y2 +2x + 1 r:=235

Pasul 2. Se reprezinta grafic suprafata generata de
funtia f(X,y):

\:L




Pasul 3. Se defineste functia auxiliara F(X,y) folosita pentru evaluarea
suprafetei generate de functia f(X,y):

2 2
F(X,y) = ] 1+ (d—f(x,soj + (d—f(x,y)J
dx dy

Pasul 4. Se calculeaza aria suprafetei generate de functia f(Xx,y) pe discul delimitat
de inecuatia X?+y2< r?, prin apelarea operatorului de integrare pe functia auxiliara

F(x.y):
T I X
Aria := J J F(x.,y) dy dx

Pasul 5. Se vizualizeaza valoarea ariei calculate;

DIN CLUJ-NAPOCA

' Aria =825.044 i“i
g UNIVERSITATEA
TEHNICA




Aplicaifa 03

s Fie z(t) o curba in planul complex x-y: T
3_\
z(t) =x(t)+ J- y(t) y(t) : : i
LA 2 o/y 1
X(t) =3-sin(t) y(t) =4-cos(t) [
3 -
T
te |:O, T:| x(1)
Sa se determine valoarea integralei pe aceasta curba din functia: f (z) = — L .
2"+ 7+

Pasul 1. Se defineste calea de integrare, curba z(t):

z(t) := 3-sin(t) + 4-cos(t)-]

g UNIVERSITATEA
TEHNICA
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Pasul 2. Se defineste functia f(z) ce urmeaza a fi integrata dupa curba z(t):

1
f(z) =
2
z +z+1
Pasul 3. Se definesc limitele de integrare:
t, =0 t, =27
2

Pasul 4. Se calvuleaza integrala curbilinie;

5
f@un{%ﬂg)m—oﬁnozﬁ
t

5

L
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Aplicaifa

% Se considera un bloc format din mai multe straturi de materiale dielectrice
iImperfecte, de grosimi foarte mici, la fiecare strat fiind cunoscuta conductivitatea
electrica. Se dau aceste valori ale consuctivitatii electrice pentru fiecare strat. De
asemenea, se figureaza blocul, cu mentiunea ca dimensiunea perpendiculara pe
plan este A. Se cere determinarea rezistentei electrice intre fetele arcuite BA,
respectiv CD presupuse metalizate, sub unghiul o dat. Cc

a =45-deg A=0.65-m

L=2.5-cm r,=8-cm

K=0.5%x10"S/m --constanta de material

N =500 -- numarul de straturi =1

i e :
o =K- = -- dependenta conductivitatii pentru fiecare strat | i“i
I+ 1 UNIVERSITATEA
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Intre cele doua fete curbate ale blocului considerat, din constructia acestuia, pot fi
echivalate un numar de N rezistente electrice cu o rezistentd totald dependenta de
sectiunea variabild si de conductivitatile celor N straturi de dielectrici. In cazul in
care nu se tine cont de capacitatile care apar in bloc intre straturile de material
dielectric imperfect, valoarea rezistentei totale poate fi obtinuta din formula
integrala a legii lui Ohm.

Pentru legea lui Ohm, forma integrala ca model matematic pentru rezolvarea
numerica Se exprima : Ty
1

R = dr dr — grosimea fiecarui strat

o.-S.
1 1

Si — suprafata fiecarui strat
r
1

Pasul 1. Se defineste suprafata aproximativa a fiecarui strat: S := 1-sin( ) -A-m

In consecinti, trebuie efectuatd integrala scrisa mai sus, printr-o
aproximare numerica sub forma de sumare, cu specificatia ca numarul
de elemente din suma reflectdi numarul de straturi de dielectrici
imperfecti situati intre fetele arcuite ale blocului. “Ii
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Pasul 2. Evaluarea sumei se opereaza cu formula trapezelor, iar expresia de sub
integrala Se noteaza cu o funct ie numerica Y;:

1-m
Y..= —
1 g.-S.
1 1
1‘2 — 1‘1 N-1
— . . — formula trapezelor
lirapez = Sq | Y1+ Y + 2 > Y p
1=2
lirapez = 2-394 k0 R = Lipapes

R =2.394k() - rezistenta electrica totala

Fiindca nu se precizeaza grosimea straturilor de material din bloc, nu este
posibila calcularea rezistentei fiecarui strat si apoi inserierea lor. De aceea,
posibilitatea de integrare numerica se aplica in Mathcad doar cu formule rezultat al =

metodelor numerice de aproximare. Nu exista un operator predefinit in Mathcad, de |
integrare a functiilor date numeric.




