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> In domeniul ingineriei electrice existd situatii practice cand este
necesara evaluarea numerica a valorilor derivatelor unor functii
pentru care derivarea analitica este complicata sau chiar imposibila

» Trebuie tinut cont ca in aplicatiile practice de obicei nu se cunoaste
expresia analitica a functiei care trebuie derivata, ci doar valorile el in
anumite puncte (determinate experimental sau prin calcule).

» Se doreste determinarea aproximativa a derivatel in punctele unde
se cunoaste valoarea functiei, cat si in alte puncte.

UJ-HAPOCA

ﬂ UNIVERSITATEA |8
TEHNICA




Aplicai

» Determinarea distributiei de sarcina electrica

» Calculul intensitatii campurilor electromagnetice
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» Pentru simplitate vom considera doar derivata de ordinul I. Se pot
aplica tehnici analoage si pentru derivatele de ordin superior.

» Vom rezolva problema prin interpolare: functia data tabelar
0 determinam prin interpolare si vom deriva polinomul de interpolare
obtinut!!!

» De regula se aproximeaza derivatele in punctele x,, Xi,...,X, (noduri)
in care valoarea functiei este cunoscuta, dar se pot utiliza si pentru alte
puncte din intervalul [a,b]!!!
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» Interpolarea lui f(x) s-a facut prin polinomul de interpolare Lagrange
(functia este cunoscuta experimental in nodurile X, si X, ):

Demonstratia 7 — pe tabla

» Derivata functiei:

f,(X)Nf(onrh)—f(xo) f(x,)= f (X, +h)— () hf,,(g)

b h h 2

» Pentru valori mici a lui h formula pentru calculul aproximativ al derivatei /’(x)
poate fi utilizata cu o eroare:

f"xf<M  xela,b]

h
Er<—M,
2
Aceasta formula este cunoscuta sub numele de:

» formula diferentelor progresive h>0; i“i
g »formula diferentelor regresive h<o; UNIVERSITATEA
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Derivarea Numericad pe baza Polinomului de interpolare de Ordinul |

..... .~

¢ Sa se calculeze valoarea derivatei functiei f(X) pe intervalul [5, 10]:
f(x) = e + sm(x) — x6 — 5}(3 +2x — 8

Pasul 1. Se definesc capetele domeniului de derivare si numarul puntelor intermediare in
care se doreste determinarea valorii numerice a derivatelor functiei f(x):

a=>5 b:= 10 N := 10

Pasul 2. Se determina pasul de discretizare h (distanta dintre doua puncte intermediare de

calcul consecutive):
b—a
h = h=05
N

Pasul 3. Se definesc punctele de discretizare x; (punctele de calcul ale valorii derivatelor):

1=0..N X.:=a + ha

1

T 0o | 1t |2 3] 45 |6 |7 ][]
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Derivarea Numericad pe baza Polinomului de interpolare de Ordinul |

..... .~

Pasul 4. Se defineste setul de puncte pentru care se poate aplica formula de calcul a
derivatelor obtinuta pe baza polinomului de interpolare de ordinul I:

j:=1..N
Pasul 5. Se calculeaza valoarea derivatel functiei f(x) pentru fiecare punct intermediar x;:
f(x.) — f(x._l)
DI. = L J
J h

Pasul 6. Pentru a calcula valoarea derivatei si in punctul X, (punct in care nu se poate aplica
direct formula de calcul) se considera un pas de discretizare negativ, h = -h:

DI, - f(x) = f(xy)

Pasul 7. Se vizualizeaza rezultatele numerice obtinute in urma aplicarii formulei de calcul a |
valorii derivatei rezultatd pe baza polinomului de interpolare de ordinul I:

7 L S R W B
0| -243310%4| -2.433-10%| -3.813-10%4| -5.759'10% UNIVERSITATEA
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Derivarea Numericad pe baza Polinomului de interpolare de Ordinul |

..... .~

Pasul 8. Se defineste derivata functiei f(x) prin intermediul operatorului de derivare:

d
F(x) = Ef(ﬁ) F(z) — cos(z) + e” — 15-22 — 6-25 + 2

Pasul 9. Se realizeazd 0 comparati grafica intre valorile derivatei evaluate numeric si
functia F(X) obtinuta prin derivarea analitica a functiei f(X):

0
2:=5.5.1..10 H\i\,\
8
_ Exlff ‘\
D1
eee .
F(z)

— 4x10°
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Derivarea Numericad pe baza Polinomului de interpolare de Ordinul |

..... .~

Pasul 10. Se calculeaza valoarea medie procentuala a erorii cu care s-a realiza evaluarea
valorii derivatei functiei f(x) pe intervalul [5,10] studiat:

N+1|< F(Ki] Errl = 16.259-% IlEroare mult prea mare!!

Pasul 11. Pentru a micsora eroarea de calul ar trebui redus pasul h dintre doua puncte
consecutive x; si x;,; in care se face evaluarea numerica a derivatei, adica trebul marit
numarul N de puncte intermediare de calcul:

= daca la inceputul fisierului se schimba valoarea lui N in 50

= eroarea de calcul se va reduce la: Errl = 3.365-%
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Exemplu Numeric
Fie functia: f(x)=In(x); x,=1.8

Formula diferentelor progresive pentru aproximarea derivatei in punctul X, este:

f(1.8+h)-f(1.8)
h

h-f@)_h

f'(1.8)=

cuoeroare: Er= =— < =, 18<&<1.8+h
2 282~ 2(1.8)
F1.2+h)-£.2) k|
b L&+ b 2087
0.1 0641853 0.54067 0.01543
0.01 0.593526 0.55401 0.00154
0.001 0.588542 0.55540 0.00015

Valoarea exacta a derivatei '(x) 1 in punctul x, este f'(1.8) =0.555

X

lar limitele erorii sunt destul de apropiate de eroarea de aproximare.




Pentru a obtine formule de derivare generale aproximative se

presupun n+1 noduri distincte: X, X;,...,X,, intr-un interval | si functia:
feC"™(l)

conform formulel de interpolare Lagrange de ordin n se obtine formula de

aproximare a derivatei pentru n+1 puncte de evaluare

Demonstratia 2 — pe tabla

Observatie: Formula de aproximare a derivatel pentru trei puncte de

evaluare: n=2
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Formulele pentru cele trei noduri devine foarte utila daca ele sunt echidistante!

2
X; = Xo; X; = Xo + h; X, =X, +2h f'(xo):%{—gf(xoﬁ 2f(x1)—%f(x ):|+h—f (&)

Analog pentru X=X, f'(xl)zi{—%f(xo)Jr%f(xz)}—h—f (&)
PENURTR, )= | 26)- 260+ 3Hc) + (e

Tindnd contca X, =X,+h; X,=%,+2h, h=0 formulele se pot exprima astfel:

F(ts) =] - 3P+ 260, )= 21, +20) [+ 1)

Pl h)= | - 360+ Fl+20)




Pentru a obtine trei formule pentru aproximarea derivatei in punctul x, se fac
schimbarile de variabile: x,+h=x, in a doua relatie respectiv X,+2h=x, in a treia
relatie:

2

F(0) = 2l 3F(x, )+ 47k + 1)~ Fx; + 20)]+ (e,

F10t) = o [l )+ g + W] - (g

2

F(xq) = o [0~ 20)— 4F(x; — )+ 3 (x, )]+ °-F(2,)

Observand ca relatia trei se deduce din prima relatie punand in loc de h, (-h) vom
avea de fapt doar doua formule de aproximare a derivatei:

f'(xo):%[_?’f(xo)+4f(xo +h)=f(x, + Zh)]"‘h_;fm(go) Xo <& <Xg +2h

L ) R




Derivarea Numerica pe baza Polinomului de Interpolare de Ordinwl 00

LXET

=

*+Sa se calculeze valoarea derivatei functiei f(X)
X . 6 3
)XX) =€ +sin(X) — X —5X +2x—8

Pasul 1 Se definesc capetele domeniului de derivare si numarul puntelor intermediare in
care se doreste determinarea valorii numerice a derivatelor functiei f(x):

a:=b b:=10 N :=10
MN MN M

Pasul 2 Se defineste pasul de discretizare :

h : b — a h = 0.5
AN N

Pasul 3 Se definesc punctele de discretizare xi :

1:=0.. N Xi:=a+h-i
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Derivarea Numericd pe baza Polinomuluf de Ilnwwlmm de Ordinul 00

Pasul 4 Se calculeaza Valoarea derivatei pentru fiecare punct intermediar

1

7= 5 (3105) + 41051) = 1052

Pasul 5 Pentru ultimele doua puncte pentru care nu se poate aplica formula se
face acelasi artificiu de calcul :

i2:=N.N-1

b2, = 2%'(‘31:("12) +41(xp_4) = 1(%-0))

Pasul 6 Calculam eraorea metodei. Se compra Errl cu Err2

Errl

7 o w

Il
=
=P
Fd
LN
gt -
oy
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Derivarea Numericd pe baza Polinomulul de Interpolare de Ordinwl 00

Pasul 6 Evaluarea derivatei in cazul in care se folosesc valorile functiei intre
doi vecini vecin-valoare-vecin :

ki=1.N -1 D3, := 2_1h ‘(f("k+ 1) B f(xk—l))

Pasul 7 Se calculeaza eroare metodei :
. F(xk) - D3,
Err3:= m . Z =
aed Gl B Y

Pasul 8 Se compara erorilor celor tre1 metode prezentate anterior si se reprezinta grafic
D1j, D2j, D3k pe acelasi grafic cu F(z) . Concluzii

0, F ’**'
:-'. 3
m . ix‘
Err3=0.016 Err3=1573% :ﬂ- — 107 ~
Err2 =0.038 Err2 = 3.828% .o s
Errl=0.163 Errl = 16.259 % F2 _
D3 — 4x10°
_*
—5.793x10°, 5
— 610 5 7 g




> Desi erorile in ambele formule sunt de ordinul O(h?) totusi eroarea in
relatia a doua este aproximativ jumatate din eroarea introdusa de prima
relatie. Asta pentru ca relatia a doua utilizeaza date din ambele parti a
lui X, 1ar prima relatie numai dintr-o parte.

» Functia f trebuie evaluata numai in doua puncte daca se utilizeaza
relatia a doua, si daca se utilizeaza prima relatie functia trebuie evaluata
in trei puncte.

» Prima formula de derivare se utilizeaza in apropierea capetelor
Intervalului pentru ca informatiile referitoare la functia f in afara
Intervalului nu sunt cunoscute.

ﬂ UNIVERSITATEA =
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I, Derivarea Numericd bazats pe Dezvoltarea fin serie Taylor

Metoda permite aproximarea valorilor derivatelor functiei in punctele

X, €la,b] i=1n

in care valoarea functiei f este cunoscutd. Se considera cele n+1 puncte

echidistante,
X1 =% +h

adica pasul de discretizare este h = X 4 — X

Pornind de la dezvoltarea in serie Taylor a functiei f (x) in jurul punctului x; si
neglijand termenii care urmeaza dupa cel care contine derivata de ordin Il (f admite
derivate cel putin pana la ordinul 111)

Demonstratia 3 — pe tablia

g UNIVERSITATEA
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Observarfil

1. Eroarea se micsorecaza odata cu reducerea pasului h adica a diferentei dintre
abscisele a doua noduri consecutive, dar totusi prin micsorarea distantei h poate
duce si la reducerea diferentei

f(xi+1)_f(xi—1)

ceea ce ar putea duce la cresterea erorii de rotunjire.

2. Daca nodurile nu sunt echidistante adica: X, , =X; +oh, o #1

Fix) = g T o) - Fix)]
x) = a((i o)~ @ ) 06) +0c,)

3. Pentru derivatele de ordin mai mare decat 2 se procedeaza asemanator, calculele =
fiind mai complicate. De exemplu pentru ordinul 111 se retine in dezvoltarea Taylor

inca un termen si se obtine:

DIN CLUJ-NAPOCA

fm(Xi) - f(Xi+2) = (Xi+1)2_||';32f (Xi_l) _f(Xi_Z) UH]VSI!SII—'M‘IH




Concllu:zid

BT [CET R

»Se observa ca toate relatiile contin puncte aflate de ambele parti ale lui x;, fiind
relatii centrale. Se pot deduce si relatii unilaterale care utilizeaza puncte aflate
numai de o parte sau alta a lui x; dar sunt mai putin precise decat cele centrale.

eq e o, e

reducerii pasului de discretizare h sub o anumita valoare limita, determinata
bineinteles si de erorile de rotunjire.

»Dar cu toate acestea formulele de derivare numerica sunt foarte utile pentru
deducerea unor metode numerice de rezolvare a ecuatiilor diferentiale ordinare
si ecuatiilor cu derivate partiale.

»Se pot folosi si alte procedee de aproximare: Hermite, spline, metoda celor mai
mici patrate (Master — Complemente de Matematici)




Aplicatie Practica

LXET

it

Sa se determine numeric campul electric pe suprafata unui cilindru, dupa
o0 directie in situatia in care se cunoaste expresia analitica a fluxului electric care

strabate suprafata si coordonatele cilindrice care o definesc.
Date numerice:

L/

< raza cilindrului r=5 cm 0:=2w

%% inaltimea cilindrului h:=6 cm

L/

: 12( 2
 campul scalar flux electric U(x,y,z) == 10 -(x ‘Z — 3x)-y-3z Wb

(coordonatele cilindrice cunoscute: r, 8, z=h)

L
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Avand data o forma analitica pentru fluxul electric, se poate determina campul
electric care produce acel flux prin derivare numerica dupa directia z, cand valorile
X sl y ale suprafetei si, implicit, ale campului de flux sunt impuse de raza

cilindrului, r, si unghiul 8 din coordonatele cilindrice.
W, -- fluxul electric E, -- campul electric (camp vectorial)

dS =r-80-dz -- elementul de suprafata scris in coordonate cilinfrice

Formula matematica care sta la baza rezolvarii problemei se exprima prin teorema
lui Gauss:

¥, = j E, dS  (se aplici operatorul de derivare)

Ev =i o (care devine) Ev :i i

ds ro0 dz °

| dependenta variabilelor x si y de coordonatele cilindrice |

\i x=r-cos(9)  y=r-sin(6) W

UNIVERSITATEA
TEHNICA
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Pentru rezolvarea problemei se alege o0 metoda numerica de derivare utilizand
dezvoltarea in serie Taylor. Aceasta metoda aproximeaza valorile derivatelor
functiei intr-un sir de puncte in care valoarea functiei este cunoscuta.

= Sirul de puncte in care se evalueaza derivata se defineste in felul urmator:
N =50 (numirul de elemente dinsir)  1:=0..N =1 (numarul de iteratii)

a=0 Db:=6 (limitele intervalului din care face parte sirul)
. b-a L . ; . .
h:= N h=0.12 (pasul sirului, distanta dintre doua valori consecutive)
Z,=a 2z, :=Db (valorile initiale si finale ale sirului)

Z,, =12, +h (relatia generala intre elementele sirului)

Observatie: Derivarea numerica prin metoda abordatd poate conduce la erori

0 anumita valoare limita.




* Functia matematica de derivat, dupa modelul completat este urmatoarea:

f(2) = LP(:’. ; ?)

lar derivarea numerica are loc in cadrul formulei deduse din seria Taylor:

f (Zi+1) —f (Zi—l)
2-h

f'(z) =

= Versorul directiei campului electric dupa axaz: I, .

= Expresia campului electric scrisa vectorial dupa directia z:

E,(z,i)= f'(z,i)-,




= Punctele sirului considerat in care se doreste aflarea campului electric
(derivata numerica):

z. = (z,i) (echivalentd) Z;3=2.16 mm

0
E, (2,18) = 0 ! (valoarea campului electric)
m
—0.0034223

Observatie: Metoda numerica expusa, pentru problema de fata se dovedeste
eficace la un numar restrans de argumente ale functiei, adica pentru o valoare
limitatd de coordonate z pentru care se doreste cunoasterea marimii campului
electric.

In continuare, se va apela operatorul predefinit de derivare din utilitarul
Mathcad. Dupa aplicarea acestuia functiei, la valorile campului electric se ajunge
prin inlocuirea coordonatei z cu punctele de interes.

z:=2.16 mm f'(2) :=di f(z) f'(z):=-0.028
V4




= Valoare campului electric calculata in acest fel:  E, (z) = f (z) r,
0

E,(z):= 0
—0.002838

v
m

Raportarea celor doua valori obtinute, prin metoda numerica, respectiv prin
functia definita in toolbox-ul Mathcad, evidentiaza acuratetea metodei numerice.

Problema, prin referirea metodei numerice, face posibila exprimarea valorilor
campului electric la suprafata de separatetie a doua medii, dupa directia
tangentiala.

Prin alegerea corespunzatoare a valorilor r, si z se poate acoperi intreg
domeniul suprafetei cilindrului, ceea ce inseamna determinarea valorilor campului
electric pe toata suprafata considerata.




Reprezentarea Graficd a Gradientuluf

Se introduce functia f(x,y): f (x, y) — 9. [Sin(x)]2 -COS(y _ 2)

Se introduc valorile de capat (punctele finale) pentru x siy:

X oo ==2 Xy =2 Ymin =4 y =4

min
Se introduc numdrul valorilor lui x siyinsir: N, =20 N, =20

1'=0.N, -1 j=0.N -1

Xi[‘]di = Xmin _|_i . Xmax o Xmin yindi — ymin + | . ymax B ymin
Nx -1 Ny -1

el e va d
Gradientul functiei va fi: o £(x,y)

grad(x,y):
L1y [
y um;.'EEHn:IIEEIEA




Se stocheaza intr-o matrice valorile gradientului in punctele de calcul ale
functiei:

Vi;=grad(xind;, yind;)  M;;=(V;), N;ij =V
F,= f(xindi,yindj)

R R A EERR
¥ bt by v
\* i“"’ """ "“*\t ;h
Wy TERNAN Y
RS =l + mheatay | v
T - > ww
At AR we <« o o rrTAL LR
f';”(\‘w ..... EEEE ’i"ﬂ
EEREE NEREEE!
10-%} fff;‘f P H’\‘k* ff
ALK B A D N N WL I I
AL T P S e L T
£ F 4 % AaTaTaTe tEE e ¥ f o a
A IR T T S R A S IR TN
Py AAEERR'
W A
\ g s ARR' 4
Ny e T TERNAN Y
I | yersese B emeaaw | & &
(M,N)

(campul vectorial) F (reprezentarea grafica pe suprafata)




Introducem functia pe care dorim sa 0 derivam:
f (x):=x3-In(x) +3-x* +[cos(x)[

Evaluarea simbolica a derivatei din paleta Evaluation:

ds (X) = 6-X+3-x>-In(x) +2-cos(x)-sin(x)

dx
. d’ .
n:=3 — f(x) = 6-In(x) +8-cos(x)-sin(x)+11
Punctul in care calculam derivata: X:=4
d gn

o F(x)=105553 f (x) = 23.275

n
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