Laborator de Metode Numerce = Lucrarsa nr. 647

METODE NUMERICE DE REZOLVARE
A ECUATIILOR SI SISTEMELOR
DE ECUATII DIFERENTIALE
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Aplicaiie

Circuitul R-L serie in regim tranzitoriu

Se considera un circuit format dintr-un rezistor de rezistentdi R si 0 bobina de inductivitate L,

alimentate in serie la o tensiune electromotoare e = E - coswt. L ,
__K"YHY"‘/"\I_L.'_
Se studiaza variatia curentului in circuit la inchiderea intreruptorului K.
o) () r
Se scriu teoremele lui Kirchhoff si rezulta 0 ecuatie diferentiala de ordinul I: Circuitul R-L Serie
di di .
e=eg+e =R-i+L-—=L-—+R:-i=E-coswt
dt dt
. di(t) . o
Tinand cont de dependenta de timp (t) : U L(t)=1L- aqt unde i(t) - curentul din circuit la momentul t
ug(t)=R-i(t)

u, gr(t) - tensiunea la bornele bobinei respectiv rezistentei la momentul t ecuatia diferentiala se va rescrie :

d'(t)+R 1(t) = Ecoswt L
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Rezolyvarea Ecuafiilor Difereniiale

Generalitati

O ecuatie diferentiala este 0 ecuatie care contine pe langa variabilele independente si
functiile necunoscute si derivatele acestor functii. Ordinul ecuatiei diferentiale, n, este data
de ordinul maxim al derivatelor functiei necunoscute din cadrul aceste ecuatii.

f(x, VAR y(”)): 0

Ecuatiile diferentiale cu derivate partiale contin mai multe variabile independente
si derivatele partiale ale functiilor necunoscute.

0z 01 0°1 0°1 0°z
Y| Xo Vo Z,—— — | =0
OX 0y OX° Oxoy oy
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Metoda dezyoeltarl fin serie Taylor

Fie functia, f(x):1 Xx R—R unde | este un interval real, f fiind o functie continua data, iar
y0 fiind valoarea initiala a acesteia.

Evaluam functia y:I —R in nodurile intervalului de definitie, functie care satisface
problema cu conditia initiala Cauchy impusa:

{y'= f(x,Y)

a<X <X <. <X <b
y(%o) = Yo

, X, €

Se dezvolta in serie Taylor solutia ecuatiei in jurul punctului X,:

07 07 0°z1 0%z 0°z
Y| X,¥,Z,
ox' oy ox? oxay ' oy?

Dacé se inlocuieste X=x,+h si restul R (x)=0 atunci neglijand ultimul termen al seriei
Taylor atunci se poate estima valoarea aproximativa a lui y, :

Y(X) = Yo y'="f,+1- fy

Y' (%) = T (X, Yo) Y= o+ (2f, + Ff ) f(f o)1,

b
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Metoda dezyoeltdrl fin serie Taylor

2 2 2
unde: fxzﬁ;fy:i;fxxzaz;fyy:aZ;fxy:af
OX oy OX oy OXAy

£ O y) = £, (x 9)+ 1, P (% y)- F(x,y)

y " (x) = £ (x,y(x))

Pentru n=2 rezulta:

Yi=Yo "‘h'[f(xo’ YO)"'g'(fx(Xo’ yo)"' f(Xo’ yo)' fy(xo’ yo))}

Prin recurenti =—=Y5,--+» ¥,

h
Vi = Yiy+he(f +E'(fx+ f-1))

up
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Metoda dezvolitaril in serie Taylor

Fie circuitul R-L serie din cadrul aplicatiei prezentate pentru care avem cunoscute
parametrii electrici: E = 12V, R = 4Q si L = 3,2uH. Sa se determine curentul prin bobina de
inductivitate L dupa inchiderea intrerupatorului K (t ia valori pe intervalul [0;40ms])

Pasul 1. Se definesc parametri electric ai circuitului R-L serie:
E:=12 R:=4 L:= 32-10_6 f:=50 ®:=2-n-f ® = 314.159

Pasul 2. Se scrie ecuatia diferential ce descrie functionarea circuitului R-L serie:
d . .
u.J-L-E‘l{t] + R-1(t) = E-cos(w-t)
t

Pasul 3. Se extrage derivata curentului din ecuatia diferentiala corespunzatoare circuitului:
d .
—1
dt

Pasul 4. Se defineste functia asociata membrului drept a ecuatiei diferentiale:

() = ——-(E-cos(w-t) — R-i(1))
w-L

b

: 1 :
F(t,1) :=— (E-COS((D-I) - R I) UNIVERSITATEA

CLUJ-HAPDCA

®




Metoda dezvolitaril in serie Taylor

Pasul 5. Se definesc capetele intervalului, numarul de puncte de calcul si se determina pasul
de parcurgere al intervalului de definitie:

3 et

=0 =010 N=500  hi=—— h=8x10 °

{;

Pasul 6. Se determina sirul de puncte intermediare tk in care se evaluecaza valoarea
curentului:

k:=0..N tkiZti-I-h-k

Pasul 7. Se definesc derivatele partiale ale functiei atasate, F, ecuatiei diferentiale:

N9 PR
F(t, 1) .—th(t,I) Fi(t,0) diF(t,l)

Pasul 8. Din conditia initiala Cauchy a problemei (intrerupatorul K deschis), reiese ca
valoarea curentului in momentul t = Os este egala cu OA:

IO =0 1r
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Metoda dezvolitaril in serie Taylor

Pasul 9. Se implementeaza formula recursiva de calcul a valorilor functiei, pe baza
descompunerii in serie Taylor pana la elementul de gradul al 11-lea:

h
L=l h-[F(tk,lk) + E-(Ft(tk,lk) + F(tk,lk)-Fi(tk,lk))}
Pasul 10. Se vizualizeaza valoarea curentului la momentele de timp tk:
" =(0 0.094 0.185 --- 1.811 1.848 1.884)

3 T T T

2r /

.-"r\.\
N\ / /
AT :
1 \ |
I :
_ I\\\v’.,- I\\v f.f'x
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Sisteme de ecualfill diferentiale

Se considera un sistem de ecuatii diferentiale ordinare cu conditiile initiale de mai

Jos, aceasta problema fiind cunoscuta dupa cum stim ca 0 problema Cauchy sau problema

dv
Vi = Yoy %)= Yo =12,

Se cere determinarea functiilor Y, (X) care verifica sistemul si condiiile initiale, adica
determinarea valorilor Y;i, Yi2» Yiazs--: Yin Care sa aproximeze cu o acuratete cat mai mare

valorile exacte . (xl), Y. (x2 ),,,,, Y (xn) ale functiilor Yi (X)

Observatie: Punctele x, X,,...,X_ sunt echidistante pasul fiind egal cu h:
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Metoda lufi Euler

Metodele de rezolvare raman aceleasi ca si la ecuatiile diferentiale. In continuare se
prezinta o adaptare a acestor metode pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale.

Metoda lui Euler (metoda clasica)

Se aplica in n pasi, valorile corespunzatoare ale functiilor Y; (X) i=12,...,r laun pasj,
J =12,...,n se determini cu relatiile:

Yii=Yija Tt h- fi (Xj—l’ Yijar Yo yr,j—l): Yijat h- fi,j—l

Yi,j i—identificd ecuatia; j — identifica punctul intermediar

Metoda lui Euler modificata

h
y =Y 1—1 [flj 4t (XJ y1,j-1+h' fl,j—l’ yz,j—1+h' f2,j—1""’ yr,j—1+h' fr,j—l)]

1 d 1
yi: d})/( f(X yl,y21 1yr)
fij= fi(xj’yl,j'Y2,j""’yr,j) 1r




Meteda [ul Euler

diy0<x) s~ yo -z
) 3 37
Y0 =7 Y000 - 2cos(x) (0 = =

Sa se determine valorile functiilor , yO(x), y1(x) pe intervalul [0,10x]

Pasul 1. Se definesc functiile caracteristice asociate ecuatiile diferentiale ce formeaza
sistemul studiat.

f1(x,y0,y1) :=sin(x) — y

3
fo(x,y0,y1) := Z-yO — 2¢0s(X)

up
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Metoda lufl Euler

Pasul 2. Se definesc capetele intervalului, numarul de puncte intermediare de calcul si se
determina pasul de parcurgere al intervalului de definitie:

b-a
N

a:=0 b:=10r N :=100 h:= h=0.314
MY

Pasul 3. Se determina sirul X; de intermediare in care se doreste calcularea valorilor
functiilor necunoscute y,(x) :

1:=0..N xi:=a+ h-i

Pasul 4. Se introduc conditiile initiale Cauchy care descriu solutiile sistemului de ecuatii
diferentiale:

31
ylo =—_—

s e Ll

5
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Metoda lufi Euler

Pasul 5. Se calculeaza valoarea functiilor necunoscute in punctele intermediare X;
folosindu-se metoda lui Euler (forma clasica):

Rez := YO,0 < Yy0g

Yl,O < ylo
for jel.N
Yo.i < Yoot M1 Yo 0oV i)
Yo e Yot X Yo i Y1)
Y
0 1 2 3 4 5 6
Rez = 0 0.628 0.443 0.393 0.469 0.647 0.89 1.152

1 2.356 1.876 1.383 0.967 0.708 0.667

Pasul 6. Se extrag valorile functiilor necunoscute y0(x), y1(x):

T)<1> 1r

yl = (Rez UNIVERSITATEA
TEHNICA
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Metoda luli Euler

Pasul 7. Se reprezinta grafic solutiile sistemului de ecuatii diferentiale:

207

vi o \\//imf \ 28— /éo 40
S - A

— 20~

up
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Metoda Runge-Kufita

Metoda Runge-Kutta de ordinul 1V:
kl,i =h- fi(xj—l’yl,j—l’y2,j—1""1yr,j—1)

1 1 1
k2,i =h- fi(le + §h1 YijaT Ekl,ll YojarYrja +Ek1,r)

1 1 1
k3,i =h- fi(le + §h1 ij-1 + Ekz,y Y2,j—1 ----- yr,j—l + Ekz,rj

k4,i =h- fi (Xj 1 yl,j—l + k3,1’ Y2,j_1 + k3,2’---’ yr,j—l + k3,k)

1
Yii = Yiju +€(k1,i + 2K, ; + 2K3; + k4,i)

up
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Funectii predeffinite ce implementieaza Metoda Runge-Kutta

Functia predefinita ,,rkfixed”

Functia predefinita rkfixed rezolva numeric un sistem de ecuatii diferentiale prin
metoda Runge-Kutta cu pas fix.

y = rkfixed(init, x.,, X, N, D)

Functia predefinita ,,Rkadapt”

Functia predefinita rkadapt rezolva numeric un sistem de ecuatii diferentiale prin
metoda Runge-Kutta cu pas adaptativ.

y := Rkadapt(init,x., x., N, D)

Cele doua functii returneaza 0 matrice, care contine pe prima coloana punctele
intermediare de calcul, iar pe coloanele urmatoare valorile functiilor necunoscute in aceste
puncte intermediare

UNIVERSITATEA
TEHNICA

CLUJ-HAPDCA




Funciia predeifinita “rkilxed”

Problema 10.1: Sa se rezolve circuitul in regim tranzitoriu stiind ca pentru t<0: 11(0)=0 si
12(0)=0, respectiv E=V0=100[V]; L1=100[mH]; L2=200[mH]; M=100[mH]; R1=20[Q];

R2=10[Q]. K R

() E L1

i1(t)

*M*

Lo

Ro

i2(t)

Pasul 1. Se definesc teoremele lui Kirchhoff ce descriu circuitul studiat:

dt

dt

L Lyt - M-j_til(t) + Ryig(t) = 0

d. d . :

up
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Funciia predeifinita “rkilxed”

Pasul 2. Se extrage derivata lui 11(t) din prima ecuatie si Se inlocuieste in adoua ecuatie:

d . 1 : d .
—i(t) = fl'(vo —Ryig(t) + M'd—t'z(t)j

d

d . M .

Pasul 3. Se extrage derivata lui i2(t) din a doua ecuatie si Se inlocuieste in prima ecuatie :

d . 1 : d .
L Lint) - M-(vo ~ Ryiq(t) + I\/I-d—iz(t)j + Ryi(t) = 0
dt L, dt 0L
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Funciia predefinita “rkiixed”

Pasul 4. Se simplifica relatiile de definitie a derivatelor curentilor i11(t) si i2(t):

2
g—il(t) _ %{vo- L, - [LZ P M- T—]-Rl-il(t) ~ MRy i2(t)}
' LyLy - M 1

Zin(t) = —2-(|\/|.v0 — Ly Ryig(t) = Ly-Ryrin(t))
Lyly — M

Pasul 5. Se defineste vectorul de functii F(t,1) asociat membrului drept al sistemului de
ecuatii diferentiale. Pentru indici 0,1 se foloseste tasta ,,[”:

Ly

I M2
Vily —| Ly + M — — |-Rqe-1_ — M-Roy1
02 2 1 2
F(t, 1) = . 0 1

Lyl — M
2h M-Vg — L{Ry-lo — L-Ryl

0 1

up
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Funciia predeifinita “rkilxed”

Pasul 6. Se definesc capetele intervalului de studiu si numarul de puncte intermediare.
Indicii i si f se introduc cu tasta ,,.”:

tj=0 t;=02  N:=1000

Pasul 7. Se defineste vectorul valorilor initiale:

(s

Pasul 8. Se apeleaza functia predefinita Rkfixed:

Sol = rkfixed(10, t;, t¢, N, F)

0 1 2 3 4 5
soll -] 0 0 2:104 4104 6104 8-10-4 1'10°3
0 0.383 0.732 1.052 1.344 1.611
2 0 0.19 0.362 0.518 0.658
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Funciia predeifinita “rkilxed”

Pasul 9. Se separa vectorul momentelor intermediare t si al valorilor curentilor 11(x), si
12(x) la aceste momente de timp din matricea Sol rezultata. Separarea vectorilor t, i1, si i2
se face cu ajutorul comenzii Matrix Column din toolbar-ul Matrix (combinatia de taste
”Ctri+6”):

t=sol®  ij=so¥  i,=s0l?

Pasul 10. Se reprezinta grafic curentii din cele doua circuite cuplate magnetic:

e S| |
0 0.1 0.2 0.3 —lr
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Rezolvarea ecuafiilor diferentiale de ordin superior

Se considera un circuit R,L,C serie alimentat de la o tensiune oarecare u(t). Sa se
determine wvariatia sarcinii electrice si a intensitatii curentului electric din circuit in

intervalul de timp de 60 ms ce trece de la inceperea functionarii.
”

]
. |

@, it F

—6 :
L:=02 H (C:=3010 = F R:i=12 Q U(t) :=24+/2:sin(2-7-50-)

Se scrie teorema a doua a lui Kirchhoff pentru circuitul R,L,C serie de mai sus:

d. : 1 ¢.
L- El(t) +R-i(t) + c J-I(t)dt =Uu(t) - ecuatie integro diferentiald

Se aplica legea conservarii sarcinii electrice:

l(t)——OI(t):>CI(t) J-l(t)OIt 3 —l(t)— 2Q(t) [,
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Rezolvarea ecuafiilor diferentiale de ordin supericor

Se rescrie ecuatia integro-diferentiala obtinuta din teorema a doua a lui Kirchhoff sub
forma de ecuatie diferentiala de ordinul I1:
d’ d 1
L-—q(t)+ R-—q(t)+—-q(t) =u(t
OltzQ() dtq() CCI() (t)
Se transforma ecuatia diferentiala de ordinul Il intr-un sistem de ecuatii diferentiale de
ordinul I prin aplicarea urmatoarelor notatii q0(t)=q(t) si g1(t)=q0’(z)

-

Q) = %qoa)

d 1
\L-qu(t) +R-ql(t) +E-q0(t) = u(t)

<

y
a0 = 1) 40(0) =0

g uO-R-aU0- o)
2 ) - q1(0) =0

_dt L —“—
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Funciia predefinita “Rikadapt™

Pasul 1. Se defineste vectorul de functii D(t,Q) asociat membrului drept al sistemului de
ecuatii diferentiale. Pentru indici 0,1 si 2 se foloseste tasta ,,[”:

Q

D(t,Q) =| u(t) - RQ - %-QO

L
Pasul 2. Se definesc capetele intervalului de studiu si numarul de puncte intermediare.
Indicii i si f se introduc cu tasta ,,.”:

3

tj:=0  t:=60-10 ~ N :=1000

Pasul 3. Se defineste vectorul valorilor initiale:

(s

Pasul 4. Se apeleaza functia predefinita Rkadapt:

up
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Funciia predeifinita “rkilxed”

Pasul 5. Se separa vectorul punctelor intermediare t si al valorilor functiilor necunoscute
q(t) si i(1) in aceste puncte din matricea Sol rezultata. Separarea vectorilor x, y0, y1 si y2 se
face cu ajutorul comenzii Matrix Column din toolbar-ul Matrix (combinatia de taste

"Ctrl+6”):

t.= Sol<O> q:= Sol<1> I:= Sol<2>

Pasul 6. Se reprezinta grafic solutiile sistemului de ecuatii diferentiale:

4)(10 1T Illlnllll r\l‘l

[ r| .-"

Al
- /\N\,% Mavavave

— 4><10

t : up
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Laborator de Metode Numerce = Lucrarea nr. 647

METODE NUMERICE DE REZOLVARE
A ECUATIILOR SI SISTEMELOR
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