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Metode Numerice — Lucrarea nr. 3

REZOLVAREA NUMERICA A ECUATIILOR
ALGEBRICE SI TRANSCENDENTE - PARTEA I

Modelul matematic si metodele numerice utilizate
Metoda bisectiei (a injumatatirii intervalului)

Metoda bisectiei este una din cele mai simple metode iterative de rezolvare a unei ecuatii
neliniare care se bazeaza pe observatia ca functia f(x) are semne contrare la capetele intervalul
[a,b] in interiorul caruia se afld solutia, adicd f(a)- f(b)<0. Se considera deci ecuatia de forma
f(x)=0, xe[a,b], pentru care s-a separat in prealabil o solutie in intervalul [a,b], adicd
f(a)- f(b)<0. Stiind ca functia este continud pe intervalul [a,b], se cere si se determine solutia
in cauzd. Caracteristic metodei bisectiei este cd, pornind de la intervalul [a,b], la fiecare pas se

restrange domeniul in care se cautd solutia, prin injumatatirea intervalului de la pasul anterior,
functii, corespunzatoare unei ecuatii a carei solutie trebuie determinatd, conduce la scaderea
gradului de incertitudine al localizarii solutiei. Aceasta repetare se realizeaza in contextul probarii
unor conditii §i a schimbarii adaptate a capetelor intervalului. Ideea se transpune general dupa
urmatorul algoritm:

Pasul 1. Se initializeaza intervalul [a;b]=[a,;b,];

Pasul 2. Se porneste procesul iterativ k =0;

AL, . 1
Pasul 3. Injumatatirea intervalului c,,; = a, +E-(bk ~a,);

Pasul 4. Daca f(c,,,) f(a,)<0=a,.,; =a,;b.; =C4;
Pasul 5. Dacd f(c,,;)- f(0,) <0= ay,; =Cy,1;0, =by;

Pasul 6. Se incrementeaza k =k +1 si se reia Pasul 3.

Pasii enumerati anterior reprezintd un algoritm scris In pseudolimbaj, pe baza caruia poate
fi implementat usor un program de calcul. Limitele intervalului aflat in restrangere 1n jurul solutiei
sunt notate cu ax respectiv bk. Se observa ca la fiecare valoare a lui k se schimba una din limitele
intervalului, dupa cum conditia de existenta a solutiei este verificata de prima sau a doua jumatate
a intervalului partitionat. Vizualizarea schimbarii acestor limitele se arata in Fig. 1. Oricat de mult
ar fi dusa restrangerea intervalului in jurul solutiei, existd posibilitatea ca valoarea considerata
drept solutie sa nu fie cea adevaratd. Procesul iterativ de injumatatire nu poate continua la infinit,
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ci trebuie oprit dupa un anumit numar de partitionari determinat prin stabilirea unei erori limita
intre valoarea determinata ca si solutie si valoarea adevarata x.
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Fig. 1: Metoda Bisectiei

Eroarea de aproximare a solutiei, la iteratia k, este mai micd sau egala cu lungimea
intervalului de cautare de la iteratia k: & =|x—c,|< (b, —a, ), unde x este solutia exacti, ak, bk, Ck,

sunt punctele de limita, respectiv de mijloc la iteratia k. Lungimea intervalului de cautare se
e . . 1 . ..
injumititeste la fiecare iteratie (b, —a, )= E(bkfl —a, , ), astfel, eroarea de aproximare a solutiei

la iteratia k devine: & = (1/2) - (b, - a,)-
Notand cu ¢ o limita de eroare absoluta impusa si cu n numarul pana la care a ajuns iteratia
k se poate determina o masura destul de precisa a numarului minim de iteratii necesare pentru
calcularea unei solutii aproximative care sa se incadreze intr-o limita de eroare cunoscuta:
. log(b—a)—log(s)
log(2)
Astfel, In algoritmul prezentat mai sus, este posibila addugarea unei condifii de oprire a

M)

procesului cand se atinge o anumita precizie, adica dupa ce se efectueaza un numar de n iterafii.
Implementarea in limbaj de programare a acestei metode trebuie sa se concretizeze in asa fel incat
la fiecare iteratie, in afara de prima, evaluarea functiei sa fie facuta o singura data.

Metoda lui Newton (tangentei)

Metoda Newton este una dintre cele mai eficiente metodele iterative de rezolvare a ecuatiilor
neliniare. Fie o ecuatie de forma f(x)=0, cu variabila x € [a,b] pentru care s-a separat in prealabil
o solutie in intervalul [a,b], adicd f(a)- f(b)<0. Functia este continui si de doud ori derivabild
pe intervalul dat si se doreste determinarea solutiei in cauza. Dezvoltarea in serie Taylor in jurul
unui punct xk, in cazul in care se retin doar primii doi termeni ai dezvoltarii si restul, arata de
forma:

f(x)= f(xk)+(x—xk)-f'(xk)+%-(x—xk)2 (&) cu & elxx] )

Inlocuirea in expresia de mai sus, a unei aproximatii x,_, succesiva lui xk, 1n locul lui X,

pentru care presupunem ca se anuleaza f(X), neglijand restul (apare o eroare de metoda datorata
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aproximatie initiald a solutiei xo, ne conduce la o relatie iterativa de determinare a solutiei, care
evidentiaza faptul ca la fiecare iteratie graficul functiei este aproximat cu tangenta dusa in punctul

(X, Fx)):

f(x)=0 = x:xk_@—%-(x—xk)z-f"(ék)/f'(xk) (3)

_ f(x)

Xir1 = Xi f -(Xk) (4)

Metoda Iui Newton poate fi interpretatd geometric ca o trasare repetatd a tangentelor la
functie, prin punctele de aproximare a solutiei, pand cand tangenta intersecteaza punctul in care
functia se anuleaza, ori un punct delimitat cu o anumita precizie de solutia exactd. Ecuatia dreptei
tangenta in acest punct este:

y—f(x)=f'(x)-(x=x) )

Iar prin intersectia ei cu axa Ox, deci pentru y=0 se obtine relatia care coincide

cu relatia (4):

) ®

Fig. 2: Trasarea repetatd a tangentelor la functie

Procesul se continua pana cand se ajunge, in limita unei precizii, la solutia considerata
optima. Algoritmul metodei se poate sintetiza astfel:
Pasul 1. Se initializeaza solutia cu valoarea Xo (aproximatia initiala la iteratia 0);
Pasul 2. La un pas oarecare k, k =1,2,3..., al procesului iterativ de calcul se determind f(x, )

fx) .
f‘(xk),

Pasul 3. Calculul se considera terminat cand la impunerea unei abateri maxim admisibila a

si f'(x, ), noua valoare a solutiei rezultand din relatia x,, = x, —

aproximatiei initiale fatd de solutia adevarata, respectiv la impunerea unei erori de aproximare,
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este indeplinita conditia identificarii unui numar minim de iteratii necesare localizarii solutiei cu
0 anumita precizie impusa:

log(s)+log(M ) } 0

|09(M 'gadmisibil)
Valoarea acestui numar este conditionatd de abaterea admisibila impusa si de definirea

nzlog{

numerica a ratiei M.

_omax, (f ' (x))

~2-min, (f'(x)

)<°° (8)

Forme imbunatatite a Metodei lui Newton

Pentru a accelera convergenta iterativd a solutiei, pentru a creste precizia, Sau pentru a
reduce efortul de calcul din metoda initiala a Iui Newton au fost dezvoltate o serie de forme
imbunatatite ale acesteia:

Metoda Newton — Kantorovici (metoda tangentelor paralele)

Tn cazul in care evaluarea derivatei functiei, in fiecare nou punct de aproximare, este
costisitoare ca timp de calcul, formula lui Newton poate fi adaptata, in sensul retinerii valorii
calculate a derivatei doar Tn primul punct de aproximare pe parcursul unui numar de iteratii:

f(x)

X = X T (%) ©)

Se reduce simtitor efortul computational, cu dezavantajul reducerii concomitente a
convergentei; sunt necesare mai multe iteratii pana la obtinerea unei solutii dorite.

Metoda Newton discreta (metoda secantelor)

Daca expresia derivatei functiei nu este cunoscutd, atunci metoda lui Newton si varianta sa
simplificatd nu pot fi aplicate. In acest caz se face apel la aproximarea numerica a derivatei dupa
care se deduce relatia iterativa de determinare a solutiei:

Xys1 = Xi _M ~ Xg — f(Xk ){&} (10)

f'(x) f(x)— f(x 1)

Pentru aplicarea acestei metode trebuie cunoscute (alese) primele doud aproximatii initiale
Xo si x1 (pot fi alese de exemplu capetele intervalului x, =a, x, =b).

Pentru ca metoda secantei sa convearga la o solutie, trebuie sa se indeplineasca urmatoarele

conditii:

f(a)-f(b)<0

f(x0)-f"(xg)>0 (11)

f(xo)-f(x1)<0
Observatii: In functie de tipul aplicatiei abordate trebuie si se realizeze un compromis intre efortul
de calcul implicat pentru atingerea unei precizii, convergenta si precizie, dificultatea de evaluare
repetatd a functiei si a derivatelor ei. Trebuie sa se faca apel pentru fiecare caracteristica aleasa la
una din formulele expuse mai sus, ori la o formula care sd valorifice orientat sporirea preciziei, a
convergentei, ori reducerea timpului de calcul.
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Metoda lui Halley

Pentru a obtine o convergentd mai rapidd decat cea a metodei lui Newton se foloseste o
dezvoltare in serie Taylor a functiei atasate ecuatiei studiate, folosind primele 3 componente:

! 1 "
P00 = Fx)+ F/(xo)-(x=xg )+ - £ )- (x =% (12)
De aici se poate ajunge la formula iterativa de calcul:
2-f(x
X = X = ) (13)

_\/f I(Xk)z -2 f(xk)' f ”(Xk)
Instrumente folosite

Algoritmul general al metodei bisectiei (injumatatirii intervalului)

Relatia (14) reprezinta algoritmul general de calcul al metodei bisectiei. Se observa ca
algoritmul se foloseste de instructiuniile de programare for si if, prezentate in Lucrarea 2. Indicii
k, k+1 si 0 se introduc utilizand paranteza patrata (,,[”), deoarece variabilele a, b, respectiv ¢ sunt
variabile de tip vector.

sol:= | for ke0..n \\ se apeeaza ciclul "for"
\\ se initializeaza marginile
primului interval in care se afla
solutia
\\ formula de aproximare
a solutiei
" b \\modificarea la fiecare iteratie
k+1 2 a capetelor intervalului aflatin (14)
restrangere
ak 1< 1f(f(a]() f( ) < 0,a,¢ 1) \\ memorarea in vectori
a acestor margini
1< 1f( f(bk) f( ) < O’bk’°k+1) W\ algoritmul ret?lrneaza
A AB vectorul aproximatiilor solutiei,
070 care sunt de fapt injumatatirile
c intervalelor.

aoer

boeBU

[

Operatorul de derivare

Algoritmul metodei Newton presupune utilizarea operatiei de derivare. Pentru utilizarea
operatorului de derivare din Mathcad, este necesard apelarea toolbar-ului Calculus. Daca
toolbar-ul Calculus nu este vizibil, din meniul principal se bifeaza View — Toolbars — Calculus
(a se vedea 3). Din toolbar-ul Calculus se selecteaza Derivative.

In fereastra de comanda se introduce numele functiei urmat de un apostrof (*) dupa care se introduce un
operator de atribuire (:=). in dreapta operatorului de derivare se introduce functia de derivat.
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Fig. 3: Activarea toolbar-ului Calculus

Operatorul de derivare de ordin superior

Algoritmul metodei secantei presupune utilizarea operatiei de derivare de ordinul 2. Din

toolbar-ul Calculus se selecteaza Nth Derivative (a se vedea Fig. 5)
In fereastra de comanda se introduce numele functiei urmat de doi apostrofi (**) dupa care

se introduce un operator de atribuire (:=).
Calculus

e B
iz &2
lim  lim, lim '(x) = —=1(® (16)

dx2

o i 3

A
5

Fig. 5: Inserarea operatorului de derivare de ordin superior
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