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Metode Numerice — Lucrarea nr. 4

METODE NUMERICE DE REZOLVARE
ASISTEMELOR DE ECUATII

Modelul matematic si metodele numerice utilizate
Determinarea ecuatiei matriceale a circuitului si a sistemului de ecuatii a curentilor

Un sistem de n ecuatii liniare, avand coeficientii reali ajj i, j= 1,2,...,n, cu N neconoscute si
termenii liberi reali bi, 1= 1, 2,...,n, cu n necunoscute, Xi, este de forma relatiei:
Xy +a5,X, +83Xg +. A X, =Dy
Ay Xy + 8y Xy +8p3Xg +.o+ 8y, X, =D,
Qg Xy + 85Xy +8ggXg +..o+ 85, X, =Dg (1)

Ay Xy A X, +8pgXg +.+ 8, X, =D,

Iar In forma matriceala se poate scrie: A-X =b, conform relatiei (2):

A, Ay ... A b, X
A: aZl a22 aZn , b: b2 ;XI X2 (2)
ay 8y, ... 4, b, X,

unde: A este matricea patratd n X n dimensionala a sistemului de ecuatii, b este vectorul termenilor
liberi si x vectorul necunoscutelor.

In unele cazuri, sistemele de ecuatii algebrice liniare apar in mod natural, din insasi
formularea problemei. In multe alte cazuri, ins3, sistemele de ecuatii liniare rezultd ca urmare a
aplicarii unor metode numerice de rezolvare a problemei initiale. Se poate spune ca rezolvarea
sistemelor de ecuatii liniare joaca un rol central in cadrul metodelor numerice.

Rezolvarea ecuatiei matriceale cu metoda inversdrii matriceale

Fie ecuatia matriceald A-X =B. Dacid se inmulteste la stinga cu A ecuatia devine:
At (A-X)=A"1(B).
Sestieca M™-M =1, YMeR"xR", deci ecuatia devine 1-X = A™*-B.

Sestieca 1'M =M, VMeR xR", deci ecuatia devine X =A™ B.
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Rezolvarea ecuatiilor matriceale si sistemelor de ecuatii utilizind functiile built-in
a software-ului utilizat

Foarte multe softuri de calcul numeric ofera posibilitatea utilizarii functiilor built-in pentru
a executa operatii cu matrici, a rezolva ecuatii matriceale sau sisteme de ecuatii. Dintre functiile
de acest gen ale sofware-ului Mathcad se pot aminti: functia Isolve si blocul Given — Find.

Metoda aproximatiilor succesive a lui Jacobi (metoda iterativa)

Consideram un sistem de N ecuatii liniare cu n necunoscute scris matricial [A]-[x]=[B],
daca det(A)= 0 si dacd a; =0 atunci sistemul [A]-[x]=[B] il rescriem sub forma:

A X, +apX, +a;Xg +..+a, X, =b; Xy =0 X + 0 Xy +ot o X, + 5
Ay Xy +8p Xy +8ysXg .+ 8y, X, =D, - Xy =0y X) + 0 Xy +ont 0y X, + 5

Ay Xy +8,,Xy +8,3Xg +.+ 8, X, =D, Xy =0y Xy + Ao Xy oot Ay Xy + B

adica matricial: [X]=[a]-[X]+[p] unde:

o v un b
ayy ayy ayy
ay 0 ay, b,
=" ay Ay p= ay €)
Ay Apy 0 b,
nn ann ann

Se continua rezolvarea sistemului in forma x=a-x+ /.

Se alege vectorul aproximatiilor initiale ale solutiilor x© :[Xl(o) xg‘)) Xr(f))]T care se
obtine prin masuratori experimentale sau se alege de obicei in aplicatiile practice ca fiind egal cu

vectorul termenilor liberi x© = 2.

Metoda lui Jacobi presupune calculul unui sir de aproximatii succesive x®,x? ..cu

ajutorul formulei de iterare Intr-un pas care se demonstreaza prin inductie:
x&D =g x® 1 g 4)
Astfel vectorul solutie dupa prima iteratie devine:
XV =a-x?+p (%)
Daca sirul de solutii aproximative de la iteratia k, x*), converge, atunci limita lui

lim x®) = lim (xfk), x¥ ., xrﬁ")): x este solutie a sistemului [A]-[x]=[B].

k—o0

Evaluarea erorii in metoda Jacobi se face in functie de normele lui [a] si [B], conform
relatiet:

o A (©)



b

UNIVERSITATEA
TEHNICA

DIN CLUJ-NAPOCA

Comentarii asupra metodei lui Jacobi

e Metoda se poate aplica si pentru sisteme neliniare;

¢ Solutia se obtine printr-o serie (proces) de aproximatii succesive, fiecare secventa de operatii
aritmetice elementare (mai mic decat la metodele directe) este parcursa de mai multe ori (metoda
iterativa);

e Pentru calculul lui x** avem nevoie de toate valorile x®,..,x* ceea ce duce la cresterea

timpului de calcul;

e Daca sirul iteratiilor este convergent, cu cat se efectueaza mai multe iteratii, cu atat solutia
numerica este mai precis determinata iar erorile atat cele de trunchiere cét si cele de rotunjire,
devin tot mai mici;

e Se obtin aproximatii din ce in ce mai bune ale solutiei (prin parcurgerea procesului iterativ)

pana la atingerea unei precizii fixate dinainte (precizie doritd);

* conditie suficienta pentru convergenta procesului este: max || <1, iar datoritd convergentei
<j<n =

lor metodele iterative au proprietatea de a corecta erorile de rotunjire;

e Aceste metode permit obtinerea solutiei numerice a unui sistem de ecuatii prin generarea unui
sir care tinde la solutia exacta;

e Deoarece practic se poate efectua numai un numar finit de iteratii, in mod inevitabil erorile
de rotunjire sunt insotite in cazul metodelor iterative si de erori de trunchiere;

e Dintre principalele avantaje ale metodelor iterative mentiondm simplitatea si eficienta
implementdrii lor in programe de calcul in cazurile in care nu sunt rezolvabile prin metode directe;

e Chiar daca solutia obtinutd prin metode iterative este afectatd de erori de trunchiere (prin
retinerea din sirul convergent catre solutia exactd a unui numar finit de termeni), erori care nu
apar la metodele directe, este totusi posibil ca solutia sa fie mai precisa decat cea obtinuta prin
metode directe;

e In practicd, prin efectuarea unui numir finit de iteratii, se poate ajunge la o aproximare
suficient de buna a solutiei exacte;

e Eroarea finald depinde de eroarea initiala, de numarul de iteratii efectuate si de norma matricei
de iteratie, care determind viteza de convergenta.

Instrumente folosite
Operatii cu matrici

In continuare, sunt prezentate principalele caracterisitici ale matricilor si operatiile care se
pot executa, folosind utilitarul Mathcad.

Pasul 1. Pentru a introduce o matrice in Mathcad, este necesar toolbar-ul Matrix. Daca toolbar-
ul Matrix nu este vizibil, din meniul principal se selecteaza View — Toolbars — Matrix, prezentat
in Fig. 1. Din toolbar-ul Matrix, se selecteazd icoana Matrix or Vector, conform Fig. 2
(shortcut: Ctrl+M).
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View | Insert Format Tools

[ oo [

Symbolics  Window
Standard

Ruler v Formatting
¥ Status Bar v Math
Trace Window Controls
Besources
Header and Footer...
: Debug
Regions
Annotations Calculator
Graph
e M v
Zoom... -
v Evaluation
¥ Calculus
v Bool o
SRl _ Matrix
¥ Programming
v Greek [] *a w1
¥ Symbeolic @15 MM men
Madifier
= FoF Twt Bu [0
Custom Characters Ao

Fig. 1: Activarea paletei ,, Matrix” Fig. 2: Inserarea unei Matrice

Pasul 2. Apare fereastra Insert Matrix, conform Fig. 3. Se poate specifica numarul de coloane
a matricii in rubrica Columns si numarul de linii in rubrica Rows. Daca se doreste inserarea unui
vector, acesta este definit ca o matrice cu o singura coloana.

Pasul 3. Dupa selectarea numarului de linii (Rows) si coloane (Columns), apare o matrice in
fereastra de comanda, unde se pot introduce valorile dorite pe fiecare pozitie, conform Fig 4.

-
Insert Matrix I.é]
Rows: 5 LI I N R B B B |
Columns: 1 [ IO D DN DU BN B B |
L [ I R Y B Y B |

Fig. 3: Definirea dimensiunilor matricei Fig. 4: Matricea goala introdusa

Pasul 4. Referirea la elementele matricii se face in felul urmator: Map unde M este matricea, a
este linia, iar b este coloana. Numerotarea coloanelor si liniilor incepe de la 0. Indicii a, b se
introduc cu tasta ,,[” .

Pasul 5. Matricilor li se pot aplica comenzi, care ofera direct determinantul, inversa, transpusa
matricii,etc. Comanda se poate aplica unei variabile de tip matrice, sau direct unei matrici. Cand
comanda se aplicd direct unei matrici, cursorul de selectie trebuie sa fie langa paranteza stanga

(10 1Y
111
l1oo

Pasul 6. Selectand Inverse din toolbar-ul Matrix se poate determina inversa unei matrici,
conform Fig. 5.

sau dreapta a matricii.

102 21 16 -6
M=|436 Mi-| 6 52
Matiy 7809 1 -8 3
LAl
P 102! (2116 -6
- sau 436| =|6 5 2
Fig. 5: Apelarea operatorului de inversare 789 1 -8 3
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Pasul 7. Selectand Determinant din toolbar-ul Matrix se poate calcula determinantul unei
matrici, conform Fig. 6.

102
M=|436 M| =1
Matrix 7809
[ YA
o H me 102
B3 dwd Eu sau 436||l=1
Fig. 6: Calcularea determinantului 789

Pasul 8. Selectand Matrix Transpose din toolbar-ul Matrix se poate reprezenta transpusa unei
matrici, conform Fig. 7.

102 147
M:=|4 36 M =|038
ety 7809 269
[ 3, 5 I
oy T T
UL 102 147
et ]
™ sau 436| ={038
Fig. 7: Apelarea operatorului de Transpunere 789 269

Pasul 9. Selectand Matrix Column din toolbar-ul Matrix se poate afisa coloana unei matrici,
conform Fig. 8.

102
M=|436 M<2> =
atrx
] =, ot Il T8
59 17| 17 s 10209 1
e Bt Zu [ sau 436 _|a
Fig. 8: Extragerea unei coloane dintr-o matrice 789 7

Functia Isolve

Functia Isolve este o functie built-in in Mathcad, utilizata pentru rezolvarea sistemelor de
ecuatii liniare (linear solve). Se considera sistemul de ecuatii:

ayg - X + A X +aggXg=Dby
g X + A X+ Az Xg= Dy ()

Az X +az - X + gz Xg= b3

>

Indicii formali se introduc cu tasta ,,.’

Pasul 1. Pentru apelarea functiei Isolve, sunt necesare doua argumente: Isolve(M,v), unde M
este matricea coefcientilor si v este vectorul termenilor liberi. Functia Isolve returneaza ca rezultat
un vector, care contine valorile necunoscutelelor (x1, X2, X3). In cazul de fata:
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anp ap ap b
M:=| 2y ap ay vi=| by
by

a3) az ax

ajp ap ap ) (b
b,
b3

rezultat := lsolve(M, v) sau rezultat ;= lsolve | @y @y a3 |,

[\ 331 332 333

Pasul 2. Exista cazuri cand functia Isolve nu ne oferi rezultatele cu precizia impusa apriori. in
acest caz se poate utiliza varianta optimizata a functiei: facand click dreapta pe numele functiei,
apare un meniu, din care se selecteaza Optimize, conform Fig. 10. Apare 0 steluta (*) in dreapta

parantezei, notificand utilizatorul ca se foloseste varianta optimizata a functiei Isolve.

Annotate Selection...

View Definition As k

& Cut
Copy

Paste
Properties...

Disable Evaluation

e
(rezultat = lsop

I |

Fig. 9: Folosirea variantei optimizate a functiei 1solve

a;; 213 ap b,
rezultat := lIsolve (M, v)x sau rezultat :=lsolve|| ay; a; as; [,| by ®
437 d3p A3z bs

Blocul Given — Find
Blocul Given — Find se poate utiliza la calculul direct al valorii uneia sau mai multor

variabile. Este necesard introducerea ecuatiilor si egalului boolean (Ctrl =) pentru aplicarea

blocului de rezolvare.
Pasul 1. Se introduce comanda Given inaintea ecuatiei sau a ecuatiilor sistemului

Pasul 2. Se introduce ecuatia sau ecuatiile sistemului

Given Given
3X+4=5 sau X + 8% =2
XX = 45

Pasul 3. Se introduce comanda Find pentru determinarea necunoscutelor, urmatd de un

operator de evaluare simbolica.



b

UNIVERSITATEA
TEHNICA

DIN CLUJ-NAPOCA

Given Given
X+4=5 sau 3 + 8% =19
. 1 Xl . X2 =2
Find(x) —» —
3 16
— 1
) 3
Flnd(xl,xz) -
3
- 2
8

Operatorul de evaluare simbolica se introduce din toolbar-ul Symbolic. Daca acest toolbar nu este
vizibil, din meniul principal se selecteaza View — Toolbars — Symbolic, conform Fig. 10. Din
toolbar-ul Symbolic se selecteaza Symbolic Evaluation, Fig. 11.

[Wiew | Insert Format Tools
-
Ruler ~
w Status Bar ~
Trace Window
Header and Footer...
Regions
Annotations
Refresh Ctri+R =
Zoom... =
~
-
-
~
'

Fig. 10: Activarea paletei ,, Symbolic”

Symbolics  Window
Standard

Eormatting

Math

Controls

Resources

Debug

Calculator

Graph

MAatriz

Evaluation
Calculus

Boolean
Programming
Greek

MModifier

Custorn Characters

Fig. 11

Symbolic
— -
hodifiers float
rectangular assume
solve simplify
substitute factor
expand coeffs
callect series
parfrac fourier
laplace Firans
invfourier imvlaplace
invatrans HT —
m!— In| —
explicit combine
confrac revwrite

. Apelarea operatorului de evaluare simbolica



