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Metode Numerice — Lucrarea nr. 7

APROXIMAREA FUNCTIILOR
PRIN POLINOAME DE INTERPOLARE

Modelul matematic si metodele numerice utilizate

Accentuarea problematicii interpolarii decurge din faptul ca existd numeroase aplicatii din
domeniul ingineriei electrice care se bazeaza pe aproximare si interpolare, precum si faptul ca
interpolarea polinomiala sta la baza multor metode numerice primare.

Exista justificdri consistente pentru aproximarea unor functii, fie cd acestea sunt definite
analitic, fie cd sunt definite numeric. Aproximarea unei functii exprimata analitic sub forma unor
formule explicite, implicite sau parametrice, sub forma unor serii, a unui algoritm se face cu
scopul simplificarii calculelor de evaluare a marimii functiei, a derivatelor acesteia sau a integralei
definite. Evaluarea unei functii definitd sub formd numerica, presupune aproximarea ei
(interpolarea) in intervalele dintre nodurile retelei in orice punct al domeniului de definitie. Daca
nu exista informatii asupra problemei electrotehnice care a generat modelul matematic, atunci cel
mai des se utilizeaza pentru interpolare polinoame pentru a putea fi prelucrata usor in continuare
(interpolare, derivare, integrare etc.) evaluarea functiei reducandu-se la operatii aritmetice
elementare (adunari si inmulfiri).

Pentru aproximarea functiilor prin polinoame de interpolare se utilizeazd in principal
urmatoarele tipuri de polinoame de interpolare:

e Polinoame de interpolare de tip Lagrange
e Polinoame de interpolare bazate pe diferente (de tip Newton, Gauss, Bessel)

Polinoame de interpolare de tip Lagrange

In aplicatiile electrotehnice alegerea functiei de aproximare se bazeaza si pe cunoasterea
formei functiei care trebuie aproximata tinand cont de informatiile asupra aplicatiei practice care
a generat modelul matematic.

Problema care se pune este determinarea polinomului p, care satisface relatia

| f (X)— P, (XX <¢&,unde f(x) este o functie definita si continua pe intervalul [a, b], f eCp,y), far
V& > 0. Cunoscand valorile functiei f(X), determinate experimental prin masuratori in nodurile
Xi, g1 Xyse Xy €[a,0] = F(%), F(x ) F(x,), X, = X,,i% j, y; = f(x;), se pune problema

determinadrii valorilor functiei in alte puncte, adica gasirea unui polinom p,, astfel Tncét:
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pn(xi): f(xi ), i =0,n. Polinomul p, trebuie sa coincida cu f(Xx) pe n+1 puncte. Se stie ca

existd un polinom si numai unul de grad mai mic ca n care indeplineste aceasta conditie. Acesta
este polinomul de interpolare.
In plus are loc formula aproximativa:

f(x)=p(x) vxelab]; f(x)=p)=y;, i€[0n] (1

unde p(x) este unic pentru un tabel dat iar f si p au aceleasi valori in nodurile fixate.
Se poate construi polinomul de interpolare de tip Lagrange L, (x) de grad cel mult n:

not

P00 =2 16 )1,00 =Dy, -1, (09=L, (0 @
i=0 i=0
cu functiile de baza:

X X S X XX ) XX
Ii(X) (X _Xo) ( i ll)(x |+1) ( Xn)_gxi_xj )

0, k=i

Ii(xk):5ki:{l’ ‘i 0<i,k<n 4)

zyl Xk ZZYi O =Y, (5)

deci L,(x,)=y, = f(xi).

Deci Ln(x) este polinomul Lagrange de interpolare asociat tabelului de valori x; <> ;.
Formula f(x)=L,(x) este sugerata de faptul ca f(x;)=L,(x;)=y,, 0<i<n,adici functia f si
polinomul L au aceleasi valori in nodurile fixate.

Avem formula de interpolare a lui Lagrange exacta:

f(x)=L,(x)+R,(x) (©6)
unde R, (X) este restul formulei de interpolare de tip Lagrange si are forma:
(n+1)
R,00 =45 000 1)..00-x,) @

lar & este un punct din cel mai mic interval care contine nodurile X, X;,..., X, si variabila X.

Interpolarea Newton cu diferente divizate

Presupunem cé Ln(X) este polinomul Lagrange de grad n care interpoleaza functia f(x) Tn
nodurile distincte x,, X, ,..., X, . Diferentele divizate ale functiei f(x) sunt utilizate pentru a exprima

polinomul La(x) sub forma lui Newton Nn(X), iar polinomul se va scrie sub o forma generalizata:

L, (x)=N,(x)=a, +a,(x =X, )+a,(x =%, Jx =%, )+...+a,(x=%, X=X, ) {x=X%,_,) (8)
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Pentru determinarea coeficientilor ao, ai,...an, evaludm polinomul in noduri:
X=Xy =8, = Nn(xo): f(xo)

Koty = (6 2405~ )= N, ()= ()= 3, = o) =) ®
Xy =X
Expresiile 0D~ TXia) 30 humese diferente divizate de ordinul 1 ale lui £pe
X: —X

i i-1

nodurile x;, si se noteaza f[x,,,x,] sau[x,,,x;; f]. Diferentele divizate de ordinul (k+1):

f [Xi—l’ Xiseen Xk ]: f [Xi  Kisaoee Xii ]_ f[XH, Xiseens Xi+k71] (10)

Xivk =X

Diferentele divizate de ordinul 0 pe un nod:
txo]= f(x,) (11)

Diferentele divizate liniare de ordinul 1 pe doud noduri:

Flx ] ]
flx , X -1l "7l 12
[%0. %] — (12)
Diferentele divizate de ordinul 2 pe trei noduri:

flxg, X, |— F[X,,
(A EuL XXZ]_X[X° ) (13)
2 0

Diferentele divizate de ordinul n pe n+1 noduri:

FIX0 Xy X [= ] Xg s X e X,
f[XO,Xl,Xz,---Xn]= [Xl X, X:(] _X[Xo Xp5- X 1] (14)
0

n

Se noteaza coeficientii polinomului de interpolare Newton astfel:

()= 10)_

Xy = Xo Xou X ] @y = f[Xg, X %] (15)

a, =
Proprietatile diferentelor divizate: f[Xo, %, |= f[X,, X, ]; [Xo, Xyse X, 1= FX0 X0 v Xy

Xg Xpron X ] =S flx]
f[ v n] g(xi_xo)(xi_xl)"'(xi_xn) >

Daci f(x) este o functie liniard avem f[x,, x]= f[x,, X, ] pentru ci valoarea derivatei este

constanta.

f[xy, %] = M = f[x]= f[x, ]+ f[X,, X]- (x=X, ) - functia si polinomul coincid
X=X,
Daca f(x) este o functie neliniara gradul n, aproximarea ei prin polinomul de interpolare

Newton este:

f(x)=N, (x)+R,(x) (16)
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Nn(X)z f[XO]+(X— Xo)f [XO’X1]+(X_ Xo)(x_ Xl)f [Xo’ X1 X2]+(X_ Xo)"-(x_ Xn—l)f [Xo'---’xn]
Ny ()= F (x)=Ro (x)=1 (x) Ru(x)

iar restul este:

R, (X)=(x =X h.(x =%, )F[X, Xg» X 00ees X, ] (17)



