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Metode Numerice — Lucrarea nr. 8

EVALUAREA INTEGRRALEI DEFINITE
AFUNCTIILOR DATE NUMERIC

Modelul matematic si metodele numerice utilizate

PR, . P . b
Cuadratura este o procedurd numerica prin care valoarea unei integrale definite J f (X)dx
a

este aproximatd folosind informatii despre integrand numai in anumite puncte (de exemplu se
cunosc valorile functiei in puncte pe baza unor masuratori experimentale). Pentru rezolvarea
problemelor enuntate se pot utiliza urmatoarele metode de integrare numerica:

» Metode de integrare clasice de tip Newton-Cotes (metoda trapezelor, metoda Simpson);

» Metode de integrare generalizate de tip Newton-Coétes (metoda trapezelor generalizata,
metoda Simpson generalizatd);

» Metode de integrare de tip Romberg;

» Metode de integrare clasice de tip Gauss.

Metode de integrare de tip Newton-Cotes

Se considera functia f :[a,b] > R continud pe intervalul [a,b] pentru care se doreste

. . .o . b A . ..
aproximarea numericd a valorii integralei | =I f (x)dx atunci cand integrala nu poate fi direct
a

calculabild sau functia este cunoscutd doar in cele n+1 puncte distincte, adicd in nodurile
Xy, = f(x)i=0,..,n, x elab], aceste situatii fiind caracteristice si aplicatiilor din
ingineria electrica. Se utilizeaza aproximarea functiei f(x) prin polinoame de interpolare de tip
Lagrange f(x)=L,(x)+R,(x), punctele date in intervalul [a,b] fiind echidistante, cu pasul de

discretizareh = x;,, — X;, primul si ultimul punct corespunzénd capetelor intervalului [a,b],
_b-a

—
Formula de cuadratura (integrare numerica) Newton-Cotes este:

0 " (g(x))
{H(X—Xi)w dx (1)

i=0

a=X, <X <X, <..<X,, <X, =b, x,=a+k-h, h

b[ n b
| :I:f(x)dx :jab Ln(x)dx+I:Rn(x)dx :I[Zf(xi)di (x)}dxﬂ'

ali=0 a
unde: & este un punct intermediar din cel mai mic interval care contine nodurile X, X,,..., X,

si £(x)<[a,b] pentru orice x.
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Tn continuare se vor considera cazurile in care formulele se deduc utilizand functiile
Lagrange de interpolare de ordinul I (formula trapezului) si de ordinul Il (formula lui Simpson)
cu nodurile echidistante. Aceste formule au fost numite de Gautschi ca si ,,caii de bataie” ai
integrarii numerice ele facandu-si foarte bine treaba atunci cand intervalul de integrare este
marginit si integrandul este neproblematic.

Metoda de integrare a trapezelor

Formula clasica a trapezelor rezulta prin particularizarea cea mai simpla a versiunii clasice
a metodei Newton-Cotes, pentru n=1. Deci este 0 aplicatie directa a interpolarii liniare Lagrange
n doua puncte. Se cunoaste functia in doud noduri x, =a, x, =b = f(x,), f(x,); h=(b-a),

b
si se doreste calculul aproximativ al integralei definite jf(x)dx, utilizand polinomul liniar de

interpolare Lagrange adica scriind functia f(x): Ll(x)+ R, (X) Deci integrala calculata cu

formula trapezului este:
b

I f(x)dx = ‘T L, (x)dx +i R, (x)dx

a (2)
H_J
ITrapez ( f ) ITrapez (Ll) EroareTrapez
unde: X, =a << < X, =b restul si polinomul de interpolare Lagrange de ordinul I sunt:
(&) _ < _ Xx-=b X—a
R, () = == (x=a)(x=b); L, () = ;n(x)- Fx, )xf_aﬁ f@+ 0 3)
X, =b
Deci integrand polinomul Lagrange si restul se obtine formula trapezului:
b 3
b-a (b-a) ... .
ITrapez (f ): .{!: f (X)dX = T [f (a)+ f (b)]_T f (é:)’ 4)
Eroarer,pe,
Daca exista M2>0 astfel incat | (x} <M, pentru orice x < [a,b] atunci are loc relaia:
3

‘Eroarerrapez < %@ M,; (%)

Metoda trapezelor generalizati

Pentru cresterea preciziei calculului, intervalul [a,b] poate fi divizat in n subintervale egale:

. . b-a
i=Ln a=X,<X <X, <..<X,,;<X,=b, x;=a+i-h, h=x,_,-x,. =——>0, pe care se
’ n

aplica repetat formula trapezului, adica:

f(x)dx = i[jf (x)dx} ; (6)

i=0 x,

D ey T

Deci aplicand formula trapezului pe n subintervale se obtine formula trapezului generalizata
pentru x, =a; x, =b, iar geometric inseamna ca functia f(X) s-a aproximat cu n segmente de
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dreaptd intre doud noduri succesive de abscise X;,X;,, adica integrala rezultd prin insumarea

ariilor tuturor celor n trapeze care se formeaza intre punctele a si b.

Deci formula trapezelor generalizata cu & € (a, b), este:

e ()= 10000222 1) t0pe2 S 1) 02

E roareTrapezGen

Daca exista M2>0 astfel incat |f"(x] <M, pentru orice x €[a,b] atunci eroarea pentru

metoda generalizata:

(b-af 1 h
Som MM ®

Eroarel’rapezGen

Metoda de integrare Simpson

Formula clasica a lui Simpson rezulta prin particularizarea versiunii generale a metodei
Newton-Cotes, pentru n=2. Se cunosc valorile functie f(x) in trei noduri echidistante:
a+b
Xo =8 X =C="=, X, =b= f(x,) f(x) f(x,);

(b-a) )

X, =X, +h, X, =%, +2h, h:b—c:c—a:T

Iar polinomul de interpolare Lagrange de ordin doi este cel cu care se aproximeaza functia
de sub integrala definita, f(x)=L,(x)+R,(x). Deci integrala definita va fi:

D ey T

f(x)dx = j‘ L, (x)dx +]J' R, (x)dx;

(10)
I simpson (f ) Isimson ('—2 ) Eroaregimgson
unde x, =a <& < x, =b restul si polinomul de interpolare Lagrange de ordin Il sunt:
R,(x) = f 3|(§) (x—a)x—c)x-b);
L (x—c)x—-b) (x—a)x—b) (x—a)x—c) (1)
(0= 21, 00- 7 )X;,a a—oazn) @ c—afon) @ poaoo) '
X, =b
Deci formula lui Simpson se va scrie:
’ (b—a) (b-a) ...
swoun (1) = [ £ ()i =221 @) 4 £+ 100 177(6) a2)
EroaresImpson
Daca exista M3>0 astfel incat f"'(x] <M, pentru orice x <[a,b] atunci are loc relatia:
(b-a)”
E , < ‘M 13
‘ r-‘:)E-‘uFeS|mpson 2880 3 ( )

Metoda de integrare generalizatd a lui Simpson pe perechi de subintervale

Formula generalizata a lui Simpson reprezintd aplicarea repetata a formulei clasice a lui
Simpson pe m subintervale de lungime 2h, obtinute prin divizarea intervalului [a,b] Th n=2m parti

~3~
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egale, definite de punctele xi, i=0,1,2,...,n Tn care se cunosc valorile functiei f(x). Cele m
subintervale de forma [x, ,,X, | i=12...mcu x,=a, x, =b si pasul de discretizare

ho(b-2)

. Aplicand pentru fiecare subinterval formula clasica a lui Simpson se obtine:
n

b-a

[f(xm f(XZm)+4'if(X2k1)+2'm2‘jf(x2k)}— (b-af

s
2880-m* ) (14)

Eroareasimpson

b
ISimpsonGen( f ) = ‘[ f (X)dX = om

Daca presupunem ca exista Ma>0 astfel Tncat ‘f W(Xj <M, pentru orice x < [a,b] atunci

are loc relatia:

b-a)’
EroareasimpsonGen < ( )

< M (15)
2880-m* *




