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Sisteme de ecuafii diferentiale

o

LXET

Se considera un sistem de ecuatii diferentiale ordinare cu conditiile initiale de mai jos,

aceasta problema fiind cunoscuta dupa cum stim ca o problema Cauchy sau problema cu

dv.
y'i=d—f('=f(x,y1,y2,---,yr) Vi(%)=Yio i=12..r

Se cere determinarea functiilor Y, (X)care verifica sistemul si conditiile initiale, adica

determinarea valorilor Y;i, Yi2» Yiass--» Yin Care sa aproximeze cu o acuratete cat mai mare

valorile exacte v, (x,), v, (%, ..., v; (. ) ale functiilor ¥i(X).

Observatie: Punctele X, X,,..., X, sunt echidistante pasul fiind egal cu h:

=X =h
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Metoda luf Euler

LXET

Metodele de rezolvare raman aceleasi ca si la ecuatiile diferentiale. Tn continuare se
prezinta o adaptare a acestor metode pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii diferentiale.

Metoda lui Euler (metoda clasica)

Se aplica n n pasi, valorile corespunzatoare ale functiilor Y; (X) i=12,..,rlaunpasj,
J =12,...,n se determin cu relatiile:
Yii=VYija T h-f, (Xj—l’ Yijar Yo, jar yr,j—l): Yija™ h- fi,j—l
Yi,j i—identifica ecuatia; j — identifica punctul intermediar

Metoda lui Euler modificata

h
Yij = yi,j—1+§'[fi,j—l+ f (Xj’yl,j—l"'h' fl,j—l’ Y2,j—1+h' fz,j—1’---1 yr,j—1+h' fr,j—l)]
dv.
=2 = f
y| dX |(X’y1’y2’ ’yr)
g fi,j = fi(xj’yl,j'y2,j""’yr,j) i“i
UNIVERSITATEA

TEHNICA

DIN CLUJ-NAPOCA




Metoda lui Euler

fdiyo(x) sm(x)—y” yO(0) =

Loy

910 = 3 yo() — 2c0s(x)  y1(0) =
L dx 4

ol

Sa se determine valorile functiilor , yO(x), y1(x) pe intervalul [0,10x].

Pasul 1. Se definesc functiile caracteristice asociate ecuatiile diferentiale ce formeaza
sistemul studiat.

, 1
f1(x,y0,y1) :=sin(X) — y?

3
f5(%,¥0,y1) := Z-yO — 2c0s(X)
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Metoda luf Euler

LXET

Pasul 2. Se definesc capetele intervalului, numarul de puncte intermediare de calcul si se
determina pasul de parcurgere al intervalului de definitie:

b-a o314

a:=0 b :=10x N :=100 h:=
MY

Pasul 3. Se determina sirul X; de intermediare in care se doreste calcularea valorilor
functiilor necunoscute y,(x) :

i:=0..N xi:=a+ h-i

Pasul 4. Se introduc conditiile initiale Cauchy care descriu solutiile sistemului de ecuatii
diferentiale:

T 31
yOO = E ylo =

4

= -
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Metoda luf Euler

LXET

Pasul 5. Se calculeaza valoarea functiilor necunoscute Tn punctele intermediare X;
folosindu-se metoda lui Euler (forma clasica):

Rez:= |Y ,0<—y00

0
for jel.N
Yo.i < Yo,jot a1 o1 Ve, i)
Yo Yoot Yo e Ye i)
Y
0 1 2 3 4 5 6
Rez=[ o 0.628 0.443 0.393 0.469 0.647 0.89 1.152

1 2.356 1.876 1.383 0.967 0.708 0.667

Pasul 6. Se extrag valorile functiilor necunoscute y0(x), y1(x):

g yo:= (ReZT)<O> yl:= (RezT)<1> i“i
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Metoda lul Euler

Pasul 7. Se reprezinta grafic solutiile sistemului de ecuatii diferentiale:

207
10t |
Yo EWA P dAN / , |
y1 0 \_\//10’\./ \ 28 ~ | 30 40
— 107
— 20"
X
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Metoda Runge-Kutta

Metoda Runge-Kutta de ordinul 1V:

kl,i =h- fi (Xj—l’ Yijar Yo joareee yr,j—l)

1 1 1
k2,i =h- fi(le + Eh: Yijat Ekm' YojarYrja +Ek1,r)

1 1 1
k3,i =h- fi(xj—l + Eh1 Yijat Ekz,y YojareaYrjat Ekz,rj

k4,i =h- fi (Xj ’ yl,j—l + k3,1’ y2,j—1 + k3,2’---’ yr,j—l T k3,k)

1
Yiii = Vi ja +€(k1,i + 2K, ; + 2Ky + k4,i)
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Functii predefinite ce implementeazs Metoda Runge-Kutta

LXET it

Functia predefinita ,,rkfixed”

Functia predefinita rkfixed rezolva numeric un sistem de ecuatii diferentiale prin
metoda Runge-Kutta cu pas fix.

y = rkfixed (init,x.,x.,N, D)

Functia predefinita ,,Rkadapt”

Functia predefinita rkadapt rezolva numeric un sistem de ecuatii diferentiale prin
metoda Runge-Kutta cu pas adaptativ.

y := Rkadapt(init,x., x., N, D)

Cele doud functil returneazd 0 matrice, care contine pe prima coloand punctele =
intermediare de calcul, iar pe coloanele urmatoare valorile functiilor necunoscute in aceste |
puncte intermediare
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Functia predefinitd “rkfxed”

Problema 10.1: Sa se rezolve circuitul in regim tranzitoriu stiind ca pentru t<0: 11(0)=0 si
12(0)=0, respectiv E=V0=100[V]; L1=100[mH]; L2=200[mH]; M=100[mH]; R1=20[Q];
R2=10[Q]. K R

* M *
<> E L1 L2 R
i1(t) i2(t)

Pasul 1. Se definesc teoremele lui Kirchhoff ce descriu circuitul studiat;

d. d. :
Li-—iq(t) = M-—i5(t) + Rq-i4(t) = V,
1dt1 dt2 171 0

Lz-d—tiz(t) _ M-d—til(t) + Ryig(t) = 0

d d i“i
UNIVERSITATEA
TEHNICA
DIN CLUJ-HAPOCA




Functia predefinita “

Pasul 2. Se extrage derivata lui 11(t) din prima ecuatie si Se inlocuieste Tnh adoua ecuatie:

d. 1 . d.
L L) - M-(vo ~ Ry (1) + M-d—iz(t)j + Ryin(t) = 0
dt L, dt

Pasul 3. Se extrage derivata lui i2(t) din a doua ecuatie si e inlocuieste Tn prima ecuatie :

d. 1 : d.

d . M d
L2— |2(t) - —_— —_

DIN CLUJ-NAPOCA

Vi — Ry-ig(t) + M-=io(t) Ryin(t) = 0
at Ll(o 1L~ 4t 2 )+ 21 i||i




Pasul 4. Se simplifica relatiile de definitie a derivatelor curentilor i11(t) si i2(t):
2

d. 1 M . .
LyLy - M 1

diyt = 1

= (M-Vg = Ly Ry-ig (1) = Ly-Ryrig(1))

Lyl — M

Pasul 5. Se defineste vectorul de functii F(t,1) asociat membrului drept al sistemului de
ecuatii diferentiale. Pentru indici 0,1 se foloseste tasta ,,[”:

- M2
s T 2
Lyr-Ly — M
b i M-V — Ly Ryl = Ly-Rorly |
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Functia predefinitd “rkiixed”

LXET

it

Pasul 6. Se definesc capetele intervalului de studiu si numarul de puncte intermediare.

Indicii i si f se introduc cu tasta ,,.”:

tj = 0 i = 0.2 N = 1000

Pasul 7. Se defineste vectorul valorilor initiale:

(s

Pasul 8. Se apeleaza functia predefinita Rkfixed:

Sol = rkfixed(10, tj, tg, N, F)

0 1 2 3 4 5

ol 2| 0 0 2:104 410-4 6104 8:10-4 1'10°3
1 0 0.383 0.732 1.052 1.344 1.611
2 0 0.19 0.362 0.518 0.658
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Functia predefinitd “rkfxed”

LXET it

Pasul 9. Se separa vectorul momentelor intermediare t si al valorilor curentilor 11(x), si
12(x) la aceste momente de timp din matricea Sol rezultata. Separarea vectorilor t, i1, si i2
se face cu ajutorul comenzii Matrix Column din toolbar-ul Matrix (combinatia de taste
”Ctri+6”):

t=s0l® i =sol Y = Sol?

Pasul 10. Se reprezinta grafic curentii din cele doua circuite cuplate magnetic:

0 0.1 0.2 0.3 illi
t
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Rezolvarea @@M@tﬂﬂﬂ@w diferentiale de @mdlmm superior

Se considera un circuit R,L,C serie alimentat de la o tensiune oarecare u(t). Sa se
determine wvariatia sarcinii electrice si a intensitatii curentului electric din circuit in

intervalul de timp de 60 ms ce trece de la inceperea functionarii.
”

]
. |

@, it F

—6 i
L:=02 H C:=3010 F Ri=12 O U(t) :=24-/2:sin (2:7-50-1)

Se scrie teorema a doua a lui Kirchhoff pentru circuitul R,L,C serie de mai sus:

d. : 1 .
L- El(t) +R-i(t) + c jl(t)dt =Uu(t) - ecuatie integro diferentiald

Se aplica legea conservarii sarcinii electrice: '

'(t)_—CI(t)DQ(t) Il(t)dt si —|(t)— 2q() i“i
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Se rescrie ecuatia integro-diferentiala obtinuta din teorema a doua a lui Kirchhoff sub
forma de ecuatie diferentiala de ordinul I1:

d’ d 1
LSz I+ R-—a(®) + = a(t) =u()

Se transforma ecuatia diferentiala de ordinul Il intr-un sistem de ecuatii diferentiale de
ordinul I prin aplicarea urmatoarelor notatii q0(t)=q(t) si g1(t)=q0’(z)

e

Q) = %qom

d 1
L0l + R-ql(t) + = 0(0) = u()

<

\

U
<0 = 1) 40(0) =0

lg  u®-R-a0- 900
= L q1(0)=0
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Functia predefinitd “Rkadapt”

LXET TN

Pasul 1. Se defineste vectorul de functii D(t,Q) asociat membrului drept al sistemului de
ecuatii diferentiale. Pentru indici 0,1 si 2 se foloseste tasta ,,[”:

Q

D(t,Q) :==| y(t) - RQ, - %-QO

L

Pasul 2. Se definesc capetele intervalului de studiu si numarul de puncte intermediare.
Indicii i si f se introduc cu tasta ,,.”:

3

tj:=0  t:=60-10 ~ N :=1000

Pasul 3. Se defineste vectorul valorilor initiale:

(s

Pasul 4. Se apeleaza functia predefinita Rkadapt:

[
g Sol := Rkadapt(QO,ti,tf, N, D) UNIVERSITATEA
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Iwalmq;ﬂa ) predeffnits ”Ile@chW

Pasul 5. Se separa vectorul punctelor intermediare t si al valorilor functiilor necunoscute
q(t) si i(1) Tn aceste puncte din matricea Sol rezultata. Separarea vectorilor x, y0, y1 si y2 se
face cu ajutorul comenzii Matrix Column din toolbar-ul Matrix (combinatia de taste

"Ctrl+6”):

t:= Sol<O> q:= Sol<1> I:= Sol<2>

Pasul 6. Se reprezinta grafic solutiile sistemului de ecuatii diferentiale:

] INANAY
- A\f/\\ﬂ“/“\\/% | Vi U o] o

— 4><10

t
: L
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