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 În sistemul energetic este foarte important să existe un echilibru între producţie şi
consum. Datorită faptului că sursele eoliene/solare de energie depind în mare măsură
de condiţiile atmosferice, se impune predicţia congestiilor datorate funcţionării
intermitente a acestor surse, pentru echilibrarea permanentă; „producţie-consum”

 În managementul energiei, un mijloc de reducere a pierderilor în reţelele
electrice de distribuţie, este cel de reconfigurare a feederilor de alimentare;
Avantaje: echilibrarea sarcinilor; menţinerea nivelului impus de tensiune; creșterea
siguranței in alimentare; Fiecare caz de reconfigurare, se va modelează matematic
printr-un sistem de ecuaţii matricial;



 Pentru a fi competitivi, furnizorii de pe piaţa de energie aplică prognoza
consumurilor de energie (load forecasting), în raport cu condițiile atmosferice,
weekend-uri, zile de sărbători legale. Aceşti factori de influenţă se înglobează
matematic în relaţii matriciale;

 Modelarea numerică a funcționării mașinilor electrice, hidraulice sau termice;

 Analiza, optimizarea și estimarea regimurilor de funcționare a sistemelor
electroenergetice;

 Modelarea numerică a funcționării aparatelor și echipamentelor electrice;

 Discretizare numerică a ecuațiilor integrale de câmp devine o ecuație matriceală.



Noțiuni de Algebră Matriceală
Aplicate în Inginerie Electrică
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Matrice Tridiagonală

 Matrice Hessenberg

 Matrice Bloc Diagonală

“blocurile”  [A1], [A2], [A3], ..., [Ap] sunt 
matrice pătrate, nu neapărat de același ordin
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 Dezvoltând expresia determinantului, se ajunge la un polinom de gradul n în λ,
având coeficienţii ci ∈ ℜ, i = 1, 2, ..., n.
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 Pn(λ) - se numeste polinomul caracteristic al matricei [A], iar ecuaţia algebrică
de gradul n, se numeşte ecuaţia caracteristică a matricei [A]

( ) ( ) 0det....a...aa)1()1( nn2211
11 =+++++−+− −− Annnn λλ



 Rădăcinile ecuaţiei caracteristice, reale sau complexe conjugate, simple sau
multiple, se numesc valorile proprii ale matricei [A]. ( )n,...,, λλλ 21

( )Atracen =+++=++++ nn2211321 a...aa.. λλλλ

( )Adet...21 =⋅⋅⋅ nλλλ

Demonstratie – Pe Tablă

Dacă [A] are valorile proprii λi atunci [A]-1 are valorile proprii
i

1
λ



În aplicațiile din domeniul Ingineriei Electrice, valorile proprii au anumite
semnificații “fizice”, dependente de natura problemei analizate. De regulă, prezintă
interes practic una dintre următoarele situații:

Determinarea tuturor valorilor proprii ale polinomului caracteristic;

Determinarea unei anumite valori proprii (valoarea proprie cea mai mare sau cea
mai mică în modul, primele câteva valori proprii, în ordinea descrescătoare sau
crescătoare a modulelor);

Determinarea valorilor proprii și a vectorilor proprii pentru matrice hermitiene
reale (matrice reale simetrice);

Localizarea valorilor proprii, în planul complex sau pe axa reală, fără calculul lor
explicit.



Matricea caracteristică este o matrice reală, de ordinul 4 , având forma

Se cere să se determine valorile proprii ale matricei [A] cu metoda Leverrier-Fadeev.
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a. Determinarea coeficienţilor ci , i = 1, 2, 3,4 ai polinomului caracteristic definit 
de relaţia: 

Se adoptă pentru primul coeficient valoarea  c1 = 1 

Se iniţializează matricea ajutătoare [B] sub forma [ ] [ ]AB =1
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Se determină valoarea coeficientului c2 folosind urma matricei  [B1], definită de 
relaţia: c bii

i

n
2

1

1
= −

=
∑ c2 = -(8 + 8 + 8 + 8) = -32

La un pas oarecare  k , k = 2, 3, 4, ..., n , se determină valoarea curentă a matricei 
ajutătoare [B] cu relaţia

[ ] [ ] [ ] [ ]( )IBAB ⋅+⋅= −
k

kk c1

Se calculează valoarea lui  ck+1 folosind urma matricei Bk, definită de relaţia: 
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Prin aplicarea relaţiei pentru k = n rezultă 
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Observație: Prin înmulţirea la stânga cu [A-1], se obţine o modalitate de calcul
a matricei inverse [A-1], pentru matrici de mari dimensiuni.
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b. Calculul valorilor proprii prin soluţionarea ecuaţiei caracteristice: 

λ1 = 14 , λ2 = 8 , λ3 = 6, λ4 = 4



Analiza stabilităţii la mici perturbaţii a sistemelor electroenergetice

 Se cere să se analizeze stabilitatea naturală a sistemului la mici perturbaţii în
aceste condiţii. Perturbaţia constă dintr-un şoc de putere activă de valoare
relativ redusă într-unul din nodurile sistemului.

 Stabilitatea naturală presupune analiza comportării dinamice a sistemului
electroenergetic în absenţa sistemelor de reglare automată a generatoarelor
sincrone (modelate printr-o tensiune constantă în spatele unei reactanţe)

 Se cunosc parametrii elementelor de
sistem şi caracteristicile unui regim
concret de funcţionare.



 Analiza stabilităţii la mici perturbaţii se face prin liniarizarea în jurul punctului
de funcţionare a ecuaţiilor care descriu comportarea dinamică a sistemului
electroenergetic considerat, rezultând un sistem de patru ecuaţii diferenţiale.

 Valorile proprii ale matricei coeficienţilor sistemului de ecuaţii diferenţiale
furnizează răspunsul la problema enunţată. Dacă sistemul este stabil, atunci toate
valorile proprii au partea reală negativă sau sunt negative (generatoarele rămân în
sincronism, regimul staţionar de după perturbaţie fiind identic cu cel
anteperturbaţie).

 Existenţa uneia sau a mai multe valori proprii reale pozitive sau cu partea reală
pozitivă semnifică instabilitate (pierderea sincronismului, în mod asimptotic sau
oscilant, dependent de natura valorilor proprii respective).

 Părţile imaginare ale valorilor proprii complexe furnizează informaţii privind
frecvenţele naturale de oscilaţie ale generatoarelor din sistem.
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 2 perechi de valori proprii complexe conjugate, având partea reală negativă.
 În consecinţă, sistemul este stabil natural la perturbaţia de intensitate redusă

considerată.
 Pulsaţiile naturale de oscilaţie sunt de 13,416 rad/s şi 8,807 rad/s, ceea ce

corespunde unor frecvenţe de aproximativ 2,14 Hz (perioadă de 0,47 s),
respectiv 1,40 Hz (perioadă de 0,71 s).
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Se consideră o matrice [A] cu un număr finit de elemente:

 Se genteenereaza un vector arbitrar [X] cu proprietatea ca vectorul are un număr
de N elemente, toate nule, cu excepția primului element a cărui valoare este 1:

 Se utilizează relația de recurență pentru a genera un set de vectori pornind de la
vectorul elementar inițial:



 Se generează o nouă matrice [M], prin alăturarea vectorilor [Xi]:

 Fie o matrice [B]: astfel încât [M]∙[P]=[B]

Cu ajutorul funcției „lsolve” se determină

valorile vectorului polinom [P]: 

 Se genereaza vectorul coeficienților polinomului caracteristic: 

(același cu vectorul [P] doar că mai conține și coeficientul lui λn)



 Se utilizează funcția „polyroots” pentru a evalua rădăcinile ecuației caracteristice

și a determina valorile proprii ale matricei [A]

Pentru verificarea rezultatelor obținute s-a folosit funcția predefinită „eigenvals”
din MathCad (care returnează valorile proprii ale unei matrice).



Freedom is not doing everything you choose, 
but choosing everything you do.



• Exemplu: Se consideră vectorul:



















−

=

5
30

2
1

,
v

Se calculează normele Holder:
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 Norma unei matrice

Această normă este cea mai folosită normă
în aplicațiile de IE şi are relaţia:
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Exemplu: Norma Euclidiană pentru matricea pătratică A este:

Norma unei matrici este un numar real care are proprietatile:

1. Norma Euclidiană a unei matrici 
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2. Norma Sumă

3. Norma Infinit
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Norma spectrală este cea mai mare dintre valorile proprii ale matricii [A]T[A]
şi este cunoscută sub denumirea de rază spectrală, deci norma spectrală este:
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1 ...... nσσσ ≥≥≥ - valorile proprii ale matricii [A]T[A]
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3. Norma Spectrală – subordonată normei vectoriale euclidiene 



 În proiectarea dispozitivelor prin sinteză de câmp electromagnetic sau la rezolvarea
circuitelor electrice în curent continuu şi alternativ, apar frecvent sisteme de ecuaţii
liniare degenerate, a căror principală caracteristică este caracterul de problemă incorect
pusă (variaţii mici ale membrului drept, duc la variaţii mari ale soluţiei)

 Trecerea de la sistemele nedegenerate la cele degenerate se face gradat, astfel că se
vorbeşte de sisteme bine condiţionate şi de sisteme rău condiţionate.

 Evident că este util de ştiut dacă circuitul este reflectat de un sistem bine condiţionat
sau rău condiţionat, şi de asemenea de apreciat apriori măsura relei condiţionări.

Condiţionarea sistemelor de ecuaţii algebrice liniare de mari dimensiuni în
analiza circuitelor electrice/câmpului electromagnetic (MASTER – CMAIE)



 În proiectare se dorește stabilirea relatiei dintre cauză (perturbația emisă
de o sursa) și efect (răspunsul dispozitivului agresat).

 De exemplu pentru analiza compatibilității electromagnetice a unui
dispozitiv este necesar studiul răspunsului dispozitivului în condiții normale
de funcționare (în absența perturbației) urmat de analiza aceluiași dispozitiv
în cazul în care funcționarea lui este perturbată.

 Compararea celor două răspunsuri conduce la concluzii importante privind
proiectarea dispozitivului și stabilirea marjei de compatibilitate

 De exemplu, rezolvarea unui circuit electric supus perturbaţiilor se face prin:

Model fizic
(Circuitul 
electric)

Model matematic
(Ecuaţiile 

matriciale )

Prelucrare 
model
matematic

A z = u

Etapele modelării în studiul circuitelor electrice



 De exemplu: analiza circuitelor electrice se face la un circuit electric aflat în
funcţionare într-un mediu bine determinat unde se cunosc toate sursele de
perturbaţii care pot să-l agreseze.

 Este important de observat că oricare ar fi modelul numeric se ajunge la un
sistem liniar de ecuaţii algebrice: A⋅z = u (Z ⋅I=E, R ⋅I=E)

 Vectorul termenilor liberi u constituie vectorul “cauză”,vectorul mărimilor
necunoscute z este vectorul ”efect” iar matricea de legătură este A.

 În acest sistem se reflectă acţiunea agresoare a perturbaţiei care poate afecta
vectorul cauză sau termenii matricei de legătură. Odată unul din aceşti factori fiind
modificat se va modifica şi vectorul efect.

Exemple:

 În regim static: reţele de condensatoare; relaţiile lui Maxwell pentru capacități
 În regim staţionar: prize de pământ; circuite de c.c.; câmp magnetic staționar
 În regim cvasistaţionar: circuite de c.a; analiza câmpului electromagnetic.
 În regim variabil: analiza câmpului electromagnetic.



 În diverse aplicaţii din IE soluţiile unor sisteme sunt instabile faţă de mici
variaţii ale datelor iniţiale astfel încât variaţii mici ale membrului drept sau ale
coeficienţilor sistemului duc la variaţii oricât de mari ale soluţiei. (un nivel mic
de perturbații poate să ducă la efecte dezastruoase d.p.d.v al compatibilității
electromagnetice…totul depinde de imunitatea dispozitivului agresat).

 În acest context este util să se introducă un număr real şi pozitiv pentru
a caracteriza orice sistem de ecuaţii.

 Acest număr este numărul de condiţionare şi el permite să se evalueze
stabilitatea sistemului (imunitatea dispozitivului/circuitului) la perturbaţii.

 Definirea numărului de condiţionare este legată de norma matriceală și de
calculul valorilor proprii.





 Numărul de condiţionare oferă informaţii despre calitatea unui sistem de a
rezista perturbaţiilor. Se poate calcula numai dacă matricea [A] este inversabilă.
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raportul dintre cea mai mare şi cea mai mica valoare proprie a matricii [A]T∙[A]
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b) Numărul de condiţionare nu se modifică prin înmulţirea matricii cu o constantă:

( ) ( )AAR KK =⋅
( ) ( ) ( )AAAARARAR
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KK =⋅=⋅⋅⋅=⋅ −−

−

2

1
22

1
2

2
1
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c) Numărul de condiționare este invariant la înmulţirea cu o matrice ortogonală [R]

RT=R-1 -matrice ortogonală (aplicatii teoria circuitelor)

)det(
||||)(

2

A
AA E

aproxK ≅
d) Numărul de condiţionare pentru o matrice pătrată de
ordinul doi se poate găsi cu o formula aproximativă:
(aplicații-teoria câmpului electromagnetic)



[ ] 
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



1,12
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=A

( ) ( ) 01,0=−= AA KKaproxε

[ ] 
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




01,12
5,01

=B

Pentru matricea:

Deci eroarea este:

Deci eroarea este: ε = 0,03

 Cele două exemple de calcul dovedesc precizia formulei aproximative dar de
asemenea sugerează că matricea cu numărul de condiţionare mai mare conduce
la un sistem de ecuatii rău condiționat!!!

[ ] [ ]( ) 0det =⋅−⋅ nIAA λT 2σλ =

46,61,125,01 22222 =+++=
E

A

( ) 1,0det =A

( ) 59,64
001548,0
458491,6

2
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2
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σ
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( ) ( ) 60,64
det

2

==
A

A
A E
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Pentru matricea:
2701,62 =

E
B

( ) 01,0det =B ( ) ( ) 01,627
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B
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0000159,0
270084,6

2
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2
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σ
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De exemplu pentru sistemul:

- numărul de condiţionare este: k = 20006

Presupunem că apar perturbaţii care modifică sursele circuitului care are ca model
matematic sistemul de mai sus.

- membrul drept al sistemului se va modifica, astfel încât sistemul devine:

z1= 1000 , z2= -997 

z1'= 2000, z2'= -1997,3

 la o normă de variaţie a membrului drept 0,311 rezultă o normă de variaţie a
soluţiei de 1414.

 un astfel de sistem are o imunitate mică.



Circuit în care un element rezistiv este parametrizat:



Modelarea circuitului electric:

Relația matriceală a sistemului de ecuații aferent teoremelor lui Kirchhoff:



Stabilitatea circuitului la perturbații se va studia în funcție de valorile rezistenței
notată cu x. Vectorul efect este vectorul curenților din circuit. Sistemul perturbat
va fi de forma:

Soluția generală a sistemului de ecuații, cu perturbația introdusă este:

z x p,( ) M x( ) 1− T p( )⋅:=
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35

40
Variatia numarului de conditionare

k x( )

min K( )

x R1optim,

Valoare K c,( ) i 0←

L 0←

L m←

i i 1+←

c Km( ) min K( )if

m 1 rows K( ) 1−..∈for

L

:=

Kx k x( ):= R1optim Valoare K c,( ):= R1optim 19= Ω

Se construiește o funcție de identificare a valorii rezistenței, pentru care
numărul de condiționare al matricei generale [M] este minim, așa încât circuitul
să poată fi considerat stabil la perturbația aplicată:



În cazul în care pentru același circuit se consideră două rezistențe variabile,
utilitarul de calcul Mathcad permite determinarea valorilor optime ale rezistențelor,
precum și afișarea grafică a minimului corespunzător:



Rezolvarea 
Sistemelor de Ecuații Neliniare

Implementare în MathCad



Să se rezolve următorul sistem neliniar de ecuații, utilizând metoda lui Newton-Raphson:

x 3 log x( )⋅+ y2
− 0

2x2 x y⋅− 5 x⋅− 1+ 0

z2 0

Pasul 1. Se asociază o funcție fiecărei ecuații neliniare din sistem.

Pasul 2. Funcțiile se derivează parțial după toate variabilele. Indicii formali se introduc
utilizând tasta punct (.).

Fx x y, z, ( )
x
F x y, z, ( )d

d
:= Fx x y, z, ( )

3
x ln 10( )⋅

1+→

Fy x y, z, ( )
y

F x y, z, ( )d
d

:= Fy x y, z, ( ) 2− y⋅→

Fz x y, z, ( )
z
F x y, z, ( )d

d
:= Fz x y, z, ( ) 0→



Gx x y, z, ( )
x
G x y, z, ( )d

d
:= Gx x y, z, ( ) 4 x⋅ y− 5−→

Gy x y, z, ( )
y

G x y, z, ( )d
d

:= Gy x y, z, ( ) x−→

Gz x y, z, ( )
z
G x y, z, ( )d

d
:= Gz x y, z, ( ) 0→

Hx x y, z, ( )
x
H x y, z, ( )d

d
:= Hx x y, z, ( ) 0→

Hy x y, z, ( )
y

H x y, z, ( )d
d

:= Hy x y, z, ( ) 0→

Hz x y, z, ( )
z
H x y, z, ( )d

d
:= Hz x y, z, ( ) 2 z⋅→

Pasul 3. Utilizând rezultatele obținute din calculul simbolic se introduce matricea
Jacobian:



Pasul 4. Se introduc matricile funcționale:
    

Jx x y,  z,  ( )

F x y,  z,  ( )

G x y,  z,  ( )

H x y,  z,  ( )

Fy x y,  z,  ( )

Gy x y,  z,  ( )

Hy x y,  z,  ( )

Fz x y,  z,  ( )

Gz x y,  z,  ( )

Hz x y,  z,  ( )











:=

    

Jy x y, z, ( )

Fx x y, z, ( )

Gx x y, z, ( )

Hx x y, z, ( )

F x y, z, ( )

G x y, z, ( )

H x y, z, ( )

Fz x y, z, ( )

Gz x y, z, ( )

Hz x y, z, ( )











:=

    

Jz x y, z, ( )

Fx x y, z, ( )

Gx x y, z, ( )

Hx x y, z, ( )

Fy x y, z, ( )

Gy x y, z, ( )

Hy x y, z, ( )

F x y, z, ( )

G x y, z, ( )

H x y, z, ( )











:=

Pasul 5. Se definește numărul de pași de iterare și se introduc aproximații inițiale ale
soluţiilor sistemului de ecuaţii (valori aleatoare).



Pasul 6. Se aplică formula recurentă Newton-Raphson confrom algoritmului de mai jos, și
se afișează rezultatul obținut.

xi 1+

yi 1+

zi 1+











xi

Jx xi yi, zi, ( )
J xi yi, zi, ( )−

yi

Jy xi yi, zi, ( )
J xi yi, zi, ( )−

zi

Jz xi yi, zi, ( )
J xi yi, zi, ( )−





















:=

xN

yN

zN











3.487

2.262

6.217 10 15−
×











=

Pasul 7. Se verifică rezultatele prin înlocuirea lor în funcțiile inițiale.

F xN yN, zN, ( ) 0= G xN yN, zN, ( ) 0= H xN yN, zN, ( ) 0=
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