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Introducere

Comportarea dinamica a sistemelor fizice conduce la modele
matematice formate din ecuatii diferentiale ordinare sau sisteme de
ecuatii diferentiale care nu pot fi rezolvate pe cale analitica (functii
complicate ca forma sau functii cunoscute doar pe baza unor valori in
puncte date tabelar si obtinute pe cale experimentala). Din acest motiv se
recurge la rezolvarea numerica a acestora.

Metodele numerice de aproximare a solutiilor conduc la tabele de valori
ale functiei necunoscute. Valorile tabelate se calculeaza utilizand o valoare
deja calculata cu un pas Tnhainte (metode unipas) sau cateva valori calculate
deja (metode multipas).
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Aplicail

s+ Circuit R-L serie Tn regim tranzitoriu. Se considera un circuit format dintr-un
rezistor de rezistentd R si 0 bobina de inductivitate L, alimentate in serie la 0

tensiune electromotoare e(t) = E-cos(w-t)
L

__Wf‘\—i'_‘
Se studiaza variatia curentului in circuit la inchiderea &® (W R
intreruptorului K. P

Circuitul R-L Serie
Se scriu teoremele lui Kirchhoff si rezulta o ecuatie diferentiala de ordinul I:
di(t)

e(t)=e,(t)+e, (t)=R-i(t)+ wl - ~

U

ol - dld(tt)JrR i(t) = E - cos(wt) [
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Aplicaidl

¢ Ecuatia liniilor de camp create de 0 sarcind Tn miscare 1n planul xoy sub
actiunea unui camp de forte, este 0 ecuatie diferentiala totala exacta;

< Miscarea unui electron supus unui camp electric E si a unui camp magnetic H

satisface ecuatia diferentiala vectoriala:
v
—=—u-(E+,uo -V-AH)
dt m

¢ Rezolvarea unei ecuatii diferentiale asociate unui circuit electric de ordin | sau
[l excitat cu un impuls — regim tranzitoriu;

¢ Condensator de capacitate C care se incarca de la 0 sursa de tensiune continua
E, printr-un rezistor de rezistenta R.

¢ Descarcare unui condensator de capacitate C, incarcat initial la tensiunea E, pe
un rezistor de rezistenta R.
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Voltage (V)

Aplicaidl

¢ Analiza comportarii descarcatoarelor de supratensiuni, datorate comutarii
liniilor electrice cu sarcina capacitiva, presupune modelarea liniei ca si circuit,
tinand cont de prezenta sursei de energie, de amplasarea descarcatoarelor
(surge-arresters) si de natura sarcinii electrice (capacitiva):

Cable: Arrester - Suppressor Cable: Suppressor - Load
— « } ) % —
Modelul de cricuit electric oy Suige o , - el
er Generator Arrester H Suppressor C o
200 ] i i i i
EE: “““ N Solu;@onarea numvericé a ecga;iei
ook ol L — diferentiale corespunzatoare circuitului, cu
i ——Qc=10VAr S B ]
soof —|- -~ - o - - - - T Qe l00vAs variabila necunoscuta — tensiunea la bornele
400/~ jo7r-——r---r---7---1 descarcatorului, indica variatiile care apar
YTV 7TV TTTTTTTTTTTTT 771 pentru diferite sarcini capacitive:
e I B
At S T St i“i

|
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Generalitz

Modelul matematic cel mai des intalnit al fenomenelor care stau la baza
majoritatii aplicatiilor electrotehnice este ecuatia diferentiala. Rezolvarea
exactd a ecuatiilor diferentiale ordinare este posibila pentru o clasa foarte
restransa de aplicatii!!!

O ecuatic diferentiala este 0 ecuatie care contine pe langa variabilele
Independente si functiile necunoscute si derivatele acestor functii (sau
diferentialele lor) pana la ordinul n inclusiv (numarul n reprezinta ordinul
ecuatiei diferentiale).

O ecuatie diferentiala se numeste ordinara daca contine O singura
variabila independenta si are forma generala:

f(x, AR A y(”)):O
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Ecuatiile diferentiale cu derivate partiale contin mai multe variabile
Independente si derivatele partiale ale functiilor necunoscute.

07 07 0°1 0°1 0°z
y X,y;Z, y y 2 9 y 2 :O
OX Oy OX° OXoy oy

Rezolvarea unei ecuatii diferentiale de ordin n implicd Impunerea

» Daca toate cele n conditii (valori) sunt date pentru aceeasi valoare
a variabilei independente, integrarea se face cu conditii initiale impuse la
inceput in problema (problema Cauchy).

» Atunci cand intervin diverse valori ale variabilei independente, rezolvarea se
face cu conditii la limita
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II. Metoda dezvoltari fin serfe Tayler

Fie f : | x R—R 0 functie continua data, care descrie ecuatia diferentiala
de oridinul | care urmeaza a fi rezolvata, unde | este un interval real,
lar y, este valoarea initiala a functiei care statisface acestd ecuatie
diferentiala — provenita din conditia initiald a problemei.

Se propune determinaea functiei y : /—R care satisface problema cu
valori (conditii) initiale (problema Cauchy), adica evaluarea functiei y(X) in
nodurile a =X, < X; <X, < ... <X,q <X, = b apartinand intervalului de
definitie I.

y'=1(xY) .
y(Xo):yo |

0 €
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Demonstratia 7 — pe tabla

.. =Yy +h- f(xi,yi)+%- f'(xi,yi)+...+%- fOY(x,y)+R (x)
R ()= gy TEHED % <£<x,

Aproximatia este cu atdt mai buna cu cat numarul de termeni luati
Tn considerare in dezvoltarea Taylor este mai mare. Metoda este directa Tntrucat
pentru calculul lui y;,, sunt necesare informatii numai despre punctul anterior

(X;, Yi)-

Daca se considera doar primii trei termeni din descompunerea in serie Taylor
n = 2 (Rn(x)=0) atunci se obtine urmatoarca formula aproximativa de calcul:

Yin =Y +h'|:f(Xi’yi)-l_g.[fx(xi’yi)-l_ f(xi’yi)' fy(xi’yi)]:I

“ UNIVERSITATEA
TEHNICA
DIN CLUI-NAPOC A




1.1 Metoda lul Euler (forma dasicd)

Este cea mai simpla metoda de integrare numericd a eccuatiilor diferentiale
ordinare. Se obtine din metoda Taylor pentru n=1, adica se retin numai primii doi
termeni din dezvoltare rezultand forma explicita a metodei lui Euler:

2

V.=Y. +h-f(x,y.) i=01.. gs%y”(f), X <& <Xy

Interpretare geometrica: se alege un pas de integrare h astfel incat intervalul de
definitie [X,, b] sa fie impartit Tn pasi egali:

_b_Xo
N

h

Astfel avem aceeasi problema de rezolvare a ecuatiilor diferentiale cu conditii

{y'= f(xy)
y(xo) =Y

Ll
si curba solutiei: Y = Y(X) UNIVERSITATER

initiale:
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¥k Prin metoda lui Euler solutia in nodul
(%, T ) Xy SE aprox.imeazé cu ordpnata punctulyi

1¥l-"14l de intersectic a tangentei la curba 1in
LZ;, 70 punctul (x;, y;) cu dreapta X=X;,;.

! I Ecuatia tangentei:
= ! ! \
e, . Y=Y +(X=%)-y'(x)
K.i :I"i+1 X y'(x) = f (Xi’ Yi)

rezulta formula de recurenta a algoritmului Euler: Yia =Y, +h-T(X,y)

Astfel metoda lui Euler se numeste si metoda
lintilor poligonale pentru ca curba y=y(x) se

inlocuieste prin linia poligonala M,, M;,... conform s 5=tz
figurii alaturate. "

. . . Tl I"-"IE
Dreapta care trece prin M, cu coeficientul My =
unghiular f(x,Yy,) - conform ipotezei prin care
ecuatia diferentiala care formeaza problema
Cauchy da in orice punct (x,y) panta curbei!!!

-+

| I
| I
| I
| I
| |
) ] H2

i
o




1.2 Metoda uf Euler (forme imbundtziiite)

Observatie: In aplicatiile electrotehnice utilizarea metodei lui Euler duce la unele
dificultati din punct de vedere a preciziei metodei.

De aceea se folosesc variante ale metodei lui Euler cu precizie mai mare care
folosesc relatii de recurenta de forma:

Yia =Yi +h'®(xi1yi’h)

% Metoda lui Euler imbunat:itita (formula Euler-Huen)

q)(xi’yi’h):%[f(xi’yi)_F f(xi +h’yi +h'y'i)]

unde Tn dezvoltarea n serie Taylor se retin primii trei termeni: Yy’ = f(x.,V,)
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s Metoda lui Euler modificata (formula Euler-Cauchy)
h h | ,
CD(Xi—l’ Yio1 h)=f Xi +E’ Yia +§' Yia Yi= f (Xi , yi)

In aceastd metoda y' nu se mai aproximeaza pe intervalul [xi, xi1] cu valoarea de
la inceputul intervalului ci cu o aproximatie a valorii de la mijlocul acestui interval.

s Metoda lui Euler modificata ,,predictor — corector”

Rezulta din reuniunea versiunii metodei lui Euler clasica (relatia predictor) si a
versiunii modificate (relatia corector).

Cu metoda lui Euler clasica se calculeaza o prima aproximatie (valoarea prezisa
a solutiei in punctul urmator) adica se initializeaza valoarea lui y; cu o relatie:

Yi+1(0) =Yt h- f(Xi’yi)

“ UNIVERSITATEA
TEHNICA

DI CLUJ-NAPOCA

T




Dupa aceea la un pas k (k = 1,2,3,...) al procesului iterativ de calcul noua valoare
a lui yi rezulta prin aplicarea unei relatii de recurenta de forma:

i(k) +h- f (Xi , yi(k))+ f (Xi+11 yi+1(k—1))

Vi =y ;

Calculul se considera terminat cand y; a fost determinat cu o precizie impusa
aprioric, cu alte cuvinte iteratiile se repeta pana cand diferenta dintre doua
aproximatii succesive y;® si y.«1) este mai mica decat o eroare stabilita dinainte,
primind atunci ultima valoare calculata.

‘yi(k) B yi(k_l)

< & —eroarea maxima admisibild impusa

Observatie: La aceeasi valoare a pasului de integrare h
aceste metode modificate, imbunatatite a metodei lui Euler
asigura O precizie mai buna si 0 solutionare mai rapida

' a ecuatiilor diferentiale. i“i
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Exemplu Praidic
Fie ecuatia diferentiala de ordinul I y'(x) +3y(x) - COS(X —~ %j =5—-X cu conditia

initiala Cauchy y(7)=6, unde x ia valori pe intervalul [7,15]. Sa se determine
valorile functiei y(x) folosindu-se metoda lui Euler imbunatatita (Euler-Heun),
respectiv varianta modificata (versiunea Cauchy).

Pasul 1. Se scrie ecuatia diferentiala ce urmeaza a fi rezolvata:
T
y'(x) + 3y(x) — cns(}c — ;) =5-X
Pasul 2. Se extrage derivate functiei necunoscute:
T

V(X) =5 -x—-3y(X) + cos(}; — ;)

Pasul 3. Se defineste functia asociata ecuatiei diferentiale:

T
f(x.v) =5 -x-3v+cos|x — —
Y ! ( 9) i“i
UHI\'EHSIT&'I’EA
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Pasul 4. Definirea functiei caracteristice metodei imbunatatite Euler-Huen:
1
(DEH(Xayah) = E(f(xay) + f(X+ hay + hf(X,y)))
Pasul 5. Definirea functiei caracteristice metodei imbunatatite Euler-Huen:

h h
Opc(x Yy, h) = f(X+ PR E-f(x,y)j

Pasul 6. Se definesc capetele intervalului, numarul de puncte de calcul si se
determina pasul de parcurgere al intervalului de definitie:

b.=15 N =100 h = h = 0.08

jab)
Il
-~

Pasul 7. Se determina sirul de puncte intermediare Xi in care se evalueaza
valoarea functiei necunoscute:

1.=0..N xi::a+ h-i
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Pasul 8. Se impune conditia initiala Cauchy y(7)=5:

=5 =5
yEHO yECO

Pasul 9. Se evalueaza valorile functiei necunoscute conform metodei lui Euler
imbunatatite (Euler-Heun) :

YEH.

= + h-®D X., ,h
.1~ YEH. EH( i»YEH, )

Pasul 10. Se evalueaza valorile functiei necunoscute conform metodei lui Euler
modificata (versiunea Cauchy) :

= + h-® X., ,h
&y, TR EC( YEC, )

Pasul 11. Se vizualizeaza valorile functiei necunoscute determinate in punctele xi:

vra] = 0 1 2 3 4 5 6
' 0 s| 3.864| 2061 2.239| 1.661| 1.196

T 0 1 2 3 4 5

}.E{: —

0 2 3.804 2.961 2.239 1.661 1.196




Pasul 12. Se reprezinta grafic alura functiei determinate cu cele doua metode:
6

o

~——_

& 8 10 12 14 16

X

Pasul 13. Se evalueaza abaterea procentuala dintre cele doua metode:

‘YEH. - YEc.‘
1 1

Err = 0.015%
L

) ‘YEH.
1 1
g UHI\'EIISII'EIEA
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I Metode de tp Runge = Kultta

Metodele lui Euler implica necesitatea evaluarii derivatelor de ordin superior ale
functiei y(x) respectiv ale functiei f(x,y) care duc la dificultati Tn aproximarea
numerica a derivatelor de ordin superior.

In schimb metodele de tip Runge — Kutta evitd n totalitate utilizarea
derivatelor de ordin superior ele folosind numai derivatele de ordin | ale functiei
y(X), adica valorile functiei f(x,y).

Se calculeaza valorile functiei f(x,y) ntr-un numar de puncte intermediare ale
Intervalului [x;,xi,,] pentru determinarea lui y; cu o eroare minima.

Cu alte cuvinte metodele Runge — Kutta de integrare numerica a unei ecuatii
diferentiale, Tnlocuiesc calculul derivatelor functiei f(x,y) prin evaluari ale sale n
diverse puncte.
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: y'=1(X,Yy)
Fie ecuatia diferentiala ordinara cu conditii initiale de forma: {
y(X) = Yo
. = b-a
a=X, <X <X, <...<X , <X =Db X =a+h-i,i=1N h:T

0 diviziune echidistanta a intervalului [a, b]!!!

Din ratiuni de simplificare a calculelor consideram combinatii liniare de valori
ale functiei In anumite puncte ale intervalului [x;, X;,,], solutia calculandu-se cu o
relatie unipas de forma:

V.=V +a,-k, +a -k +..+a -k

unde, din conditia ca dezvoltarea in serie Taylor a membrului drept (in functie de h)
sd coincida cu membrul drept al formulei lui Taylor de ordinul n+1, avem si
formula dedusa si toti coeficientii dupa particularizari:

“ Demonstratia 2 — pe tabla “Ii
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Particularizand parametrul n se determina diverse formule:
< Runge — Kutta de orinul I (n=0): Y, —dat

y.,=Y, +h- f(xi : yi) -- fomula lui Euler clasica
< Runge — Kutta de orinul 1l (n=1): Y, —dat

1
Yiaa =Y +E(ko T kl)

ko:h'f(xi’yi) klzh'f(xi+h’yi+ko)

Yo=Yy L)+ 1Oy, +he £ (0,3,

fomula modificata a lui Euler (Euler-Huen)
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< Runge — Kutta de orinul 11l (n=2): Yy, —dat

1
Yin =Yi +E(ko + 4k1 + kz)

k,=h-f(x,y,) klzh-f(xi+g,yi+k—2°j k,=h-f(x +h,y +2k —k,)
< Runge — Kutta de orinul IV (n=3): Y, —dat

Yin =Yi +%(ko + 2k1 + 2k2 + ks)

h K
ko:h'f(xi’yi) klzh'f Xi+D1yi+ﬁ k2=h-f(xi+—,yi+—lj
2 2 2
k,=h-f(x +hy, +k,)
Aceste formule sunt foarte utilizate in aplicatiile din i“i
domeniul electrotehnic - complicate si pretentioase din punct de

UNIVERSITATEA
vedere a preciziei!!!
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,,,,,

Adams Adams — Bashforth Adams — Moulton
Predictor — corector Milne Predictor - corector Hamming

Solutia in punctul x; se determind prin aceste metode multipas folosindu-se
valorile calculate ale functiei Tn mai multi pasi anteriori. Daca la metodele unipas
functia necesitd evaluari pentru un numar mare de valori ale variabilel
independente la metodele multipas (metode cu pasi legati) nu este necesar calculul
valorilor functiei f(x,y) Tn puncte intermediare suplimentare fata de cele
corespunzatoare pasului de discretizare (integrare) h. Pentru aceste metode este
preferabil ca punctele luate Tn considerare pentru calculul solutiilor sa fie
echidistante.

Fiind date valorile (Xy,Yg), (X;,Yq),---» (X:,y;), metodele multipas folosesc aceste
informatii pentru calculul lui y;,,. Dezavantajul acestor metode este pornirea mai

dificila. Ele nu se autopornesc, adica la primul pas nu sunt disponibile (nu se |
cunosc) informatiile din punctele anterioare necesare (adica primele valori ale |

solutiei trebuie sa fie calculate prin alte metode)!!!




Aplicafa O

Sa se studieze conectarea unui circuit alcatuit dintr-o rezistenta r si o inductanta
L la o sursa de tensiune continua U si scurtcircuitarea circuitului.

L |

a) Conectarea circuitului la sursa continua

r

Teorema a doua a lui Kirchhoff devine: U =r-i(t) + L-%i(t)

) Curentul este format din doua componente una stationara
U sl una tranzitorie: _ _ _
) 1(t) =1 (t) +1, (t)
) L
d. : di dt : -
) L-—i(t)=U—-r-i(t) = - = SU-ri=Aet
dt U-r-i L
! | |
‘ Tindnd cont de conditiile initiale rezulta: t=0 1=0 U=A

DIN CLUJ-NAPOCA
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: : : U
Componenta stationara a curentului este: 1 (t) =—
r

t

Componenta tranzitorie a curentului este: i, (t)=——-e *
r

Se implementeza Tn Mathcad rezolvarea problemei considerandu-se valorile
numerice:

L:=0.001 H r=01 Q U=10 V

r:z% 7=001 s i (1) ::UT i (1) = —UT-ei i(t) =i (t)+i (t)

Ho — tau(t) = FLOM
’ T

. | . . — - comp. stationara
0 002”777 0.04 0.06 0.08  ----. comp. tranzitorie

curentul total

const. de timp

— 100*




b) Scurtcircuitarea circuitului

Daca scurtcircuitam circuitul (r, L) tensiunea U la borne devine egal cu zero,
curentul permanent devine egal cu zero:

i (t)=0 i(t) =i (t)+i (t)=i ()=A-e '
Tinand cont de conditiile initiale rezulti: t=0 I=1= " A=1
T U -
10 ' Calcul numeric: i (t)=—-e "
r

N tau, (t) == — - (1— ij tau_ (1) = if (tau, (t) > 0, tau, (t).0)

r T

0 0.02 0.04 0.06 0.08

curentul de scurtcircuit

constanta de timp




Aplicaffa 02

Circuitul din figura de mai jos functioneaza in regim permanent cu
intrerupatorul K deschis. Sa se determine variatia in timp a curentului din bobina,
Tn urma scurtcircuitarii rezistorului R1.

F F1 ] R F1
VY 4[ A AN AAA—
24 K
—— -‘-\-\_\-‘“—u_._.
(T utd) ~ — (T u(h) -
L L

Se precizeaza valorile numerice ale parametrilor circuitului si a sursei de alimentare.

R:=10 Q R, =30 Q L:=0.1 H E:=120 V

f(t):=E-sin(t) -- functia care determind forma alurei de

“ crestere a semnalului dat sursa de tensiune u(t) i“i

UNIVERSITATEA
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a=-1 b=1 --coeficienti pe baza carora se calculeazi frecventa semnalului

mantissa(t) .=t — floor(t)  -- functiile floor si mantissa returneaza partea Tntreaga
si partea fractionara a unui numar

u(f,t,a,b) = f(mantissa(t))
-- semnalul periodic de tensiune electrica
u(t):=u(f,t,a,b)

15

125
10

u(t) 75 /'

25




Modificarea pozitiei intrerupatorului K conduce la aparitia regimului
tranzitoriu in circuitul electric R-L. Modelul matematic, reprezentat de o ecuatie
diferentiala, se obtine din aplicarea teoremei a doua a lui Kirchhoff pe ochiul de
circuit. Conditia initiala a ecuatiei diferentiale se deduce din calculul intensitatii
curentului electric in regimul permanent anterior aparitiei fenomenului tranzitoriu.

d. : :
L- EI(’[) +R-i(t)=u(t)  -- ecuatia diferentiald de ordnul | care se obtine
T,=2.5 s --momentul de timp la care se face comutatia
i u(,) . _1438 A conditia initiala la momentul To deoarece regimul de
O LI IO - . - - - - -
R+R, functionare nu este alternativ, ci doar periodic

Desi solutia analitica a ecuatiei diferentiale descrise anterior se cunoaste,
problema se va solutiona printr-o metoda numerica de integrare aproximativa,

metoda Runge-Kutta de ordinul IV. Scopul este de a prezenta o alternativa |
numerica de rezolvare.




Se scrie derivata curentului n functie de celelalte marimi din ecuatie:

d ... u(t)-R-i(t)
T

Se ataseaza membrului drept al ecuatiei o functie de doi parametri: timpul si
curentul electric:

: t)-R-i
f (1) =40
Se conditioneaza perioada de simulare, incepand de la comutarea intrerupatorului:
T,=6 s h=001 s  --pasul de discretizare a timpului
N = T =T, N =35 -- numarul de puncte de calcul folosit pentru aproximarea

valorilor de curentului electric i(t)

k=0_.N T, =T,+h-k ~ punctele intermediare Tn care se vor determina valorile
curentului electric i(t)

I, -- initializarea conditiei impuse n ecuatia diferentiala




i(t) [A]

3
AN

Implementarea formulelor aferente metodei Runge-Kutta de ordinul 1V:

K (t,i):=h-f(ti)

K (t,i):=h- f(t+§'

K, (t, oj
2

K,(t,i):=h- f(t+5i+k(; )j K,(t,i):=h-f(t+h,i+k,(t,i))

Implementarea relatiei de recurenta aferenta metodei Runge-Kutta de ordinul 1V:

1

+E.(k0(tk’|k)+2'k1(tk’Ik)+2.k (k’ k)+k (k’ k))

/

/

/

4

/

4

/

3.5

t [s]

4.5
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