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Modulatia PAM

Def.: Frecventa de Simbol — Tn transmisiile numerice frecventa de simbol (sau frecventa de semnalizare)
este datd de numarul de variatii (datoritd procesului de modulare) pe unitate de timp (secunda) a
parametrului modulat.

- Un simbol poate sa transporte” in general n biti; considerand ca frecventa cu care sosesc bifi la intrarea
modulatorului este fuit durata unui simbol (notat cu Ts) este data de relatia (1). Perioada de simbol mai
poate fi definita si ca intervalul minim de timp pe durata caruia parametrul modulat ramane nemodificat
(parametrul modulat este constant pe durata Ts in cazul modulatiilor cu salt de amplitudine (ASK) si
frecventa (FSK), si are 0 variatie liniara in cazul modulatiei cu salt de faza (PSK)).

n

Tg=n-Ty =— 1)
fbit
Deci frecventa cu care trebuie modificat parametrul modulat (frecventa de simbol -notat cu fs) va fi:
1 f
=TT, ()

S
Daca pe un simbol sunt mapati n biti, parametrul modulat poate lua una dintre cele M=2" valori distincte.
Rolul functiei (blocului) de mapare este sa asocieze la fiecare combinatie de n biti o anumita valoare a
parametrului modulat. Regula de asociere ale valorilor parametrului modulat la cuvinte binare este
cunoscutd si de receptor, iar functia de demapare realizeaza operatiunea inversd a functiei de mapare,
adicd pe baza parametrilor receptionati genereaza cuvintele binare (cu lungime n) receptionate.

Modulatia numerica PAM (Pulse Amplitude Modulation).

In cazul modulatiei digitale PAM, pe durata celei de al k-lea perioada de simbol (cand se transmite al k-
lea cuvant binar format din n biti) in canal se transmite o tensiune constanta mg Nivelul tensiunii
transmise n canal, mg, poate lua una dintre cele M=2" valori permise. Valorile permise sunt elemente al
multimii %", Multimea .”%/se mai numeste si alfabetul de intrare a canalului. Considerand ca valoarea
maxima transmisa este Am si impunand ca diferenta de tensiune dintre oricare doua elemente invecinate
trebuie sa fie constanta, elementele m; ale multimii .7~ sunt definite de relatia:

m=2-A-i—A,; i=01...,2"-1 (3)
unde 2Ao este distanta minima intre oricare doud elemente ale multimii %" si valoarea lui Ao pentru
conditiile de mai sus este:

A, = A _ ;i (4)
M-1 2"-1

Tn Figura 1. este prezentati un exemplu de semnal PAM, si functia (tabelul) de mapare utilizata, pentru
situatia cand n=3 si Ag=1V.
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Figura 1. Exemplu de semnal PAM, si tabelul de mapare

Daca consideram ca nivele modulatoare date de relatia (3) apar cu aceeasi probabilitate, puterea
medie a semnalelor PAM este data de relatia (5). Relatia se obtine utilizand valorile sumelor
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primelor M numere naturale si ale patratelor acestora [nast]:

AL HMY e vy

P = ; 5
mPAM M 3 ( )
Expresia matematica a semnalului modulat este:
Spam (t) = Z M, - Ur (t —KT; ) 6)
k=0
unde ut(t) este un impuls treapta-unitate cu durata de o perioada de simbol, Ts, si este descrisa de (7).
I te [O;TS)
Uy (t) = (7)
0; te[O;T,)

Daci consideram ca semnalul modulat poate lua M nivele de tensiune, iar datele modulatoare
sunt aleatoare, atunci nivelul semnalului modulat este o variabild aleatoare de medie mm si
dispersie om. In acest caz, densitatea spectrala de putere a semnalelor PAM este data de relatia,

[proa], [fugin]:
2
[ sin n(ff—kfs)
-5°.T. s 2.7T. s . _
SPAM(f)_O-m T f +mm T Z 72.(1: _kfs) 5(f kfs) (8)
f f

S S

Daca se impune condifia ca media nivelelor modulatoare sa fie nuld, mm = 0, adica nivelele
modulatoare sa aiba valori simetrice fatd de OV, atunci densitatea spectrald de putere a semnalelor
PAM este exprimata numai de primul termen al relatiei (8), si este reprezentata in Figura 2
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Figura 2 Densitatea spectrala a semnalului PAM

Semnalul modulat PAM reprezinta varianta in banda de baza a semnalului modulat cu modulatia cu salt
de amplitudine, ASK(Amplitude Shift Keying). Semnalul ASK se obtine prin inmultirea semnalul PAM
cu o purtdtoare cosinusoidala.

Demodularea optima a semnalelor modulate PAM afectate de AWGN
Semnalul receptionat pe o perioada de simbol, afectat de AWGN poate fi exprimat ca:

(t)=m -u (t=KT)+n(t); m e 9)
Deoarce m este constant pe durata unei perioade de simbol si n(t) este un semnal cu valoarea medie nula,
este preferabil medierea semnalului pe o perioada de simbol asa cum este prezentat in Figura 3.

r(t) ; l y(t) T/JKT;)

Esantionare Tn
momente t=kTg

Figura 3. Demodulare PAM cu intercorelator

UTS(t' kTS)
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y(t)=[ r(z)-u, (r—KT,)dzr =
=[[[me Uy (z=KT,)+n ()] -uy, (r KT )dr = (10)
=m, [ [u, (=KT,) ] dz+ [ n(z) Uy (—KT,)dz

Ecuatia (10) este de fapt intercorelatia dintre semnalul receptionat si impulsul unitate u,_ (t—KT).

Esantionand semnalul in momentele t=kTs obtinem:

y(KTs)=m, +n, (11)
termenul de zgomot n este un zgomot cu distributie Gaussiana
n =]."n(z)-uy (r-KT,)dz (12)

Considerand ca densitatea spectrala de putere a zgomotului din canal este No, dispersia zgomotului nk va
fi:

c’=P = JJS dt—J-s(J.oTsn(T)-uTs (T—kTs)dT)zdtZ

(13)
_Nj( (t- kT)dtzN
Probabilitatea de eroare a modulatiei PAM.
Se presupune cd semnalul receptionat este afectat de un zgomot gaussian de medie nula si dispersie o .
Expresia semnalului receptionat este:
Foa (T) = Span (1) +1(1) (14)

Astfel, probabilitatea conditionatd ca semnalul sa aiba valoarea r in momentul de sondare, daca s-a emis

nivelul m; este:
(rim)= 1 ex (r_m‘)2 : (15)
p i) ﬁzﬂ_ e p 20_2 ’

Distributiile densitatilor de probabilitate pentru cele M nivele emise si afectate de zgomot, precum si
valorile celor M-1 praguri de decizie, sunt prezentate in Figura 4.
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Figura 4 Distributjile densitatilor de probabilitate ale semnalului PAM receptionat, pragurile si zonele de decizie

Deoarece simbolurile decise se obtin pe baza distantei euclidiene minime dintre nivelele permise si
nivelul receptionat, de aceea, probabilitatea de eronare a unui simbol este egalda cu probabilitatea de
aparitie a unui semnal de zgomot astfel incat nivelul receptionat sa fie mai aproape de un nivel permis
altul decat cel transmis pe acea perioada de simbol. Daca pe o perioada de simbol se transmite nivelul mg
cu probabilitatea Pmk, atunci probabilitatea de eronare a unui simbol este:

pe:i(Pmk'p(|r_mk|>p\))'Nk,Ao); (16)

k=1
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unde N, , reprezintd numarul de nivele permise care se afld la distanta euclidiana 2Ao fatd de nivelul mk

.. . . : . 1
Daca datele modulatoare sunt aleatoare, atunci nivelele transmise sunt echiprobabile, adica P,, = o

Daca nivelele transmise respectd ecuatia (3), atunci ecuatia (16) poate fi rescrisa in felul urmator:

P, =$'[p(|r—m1|> A)+p(r-m,|> Ab)+TZj(p(|r—mk|> %)-2)}:

(17)
:M p(|r_m_|> Ab)
M ' ’
Tnlocuind (15) in (17), obtinem probabilitatea medie de eroare de simbol:
2(M-1) 1 % (r-m,)’ 2(|v| -1 A
Pe=—" 'E.O_Z/_A[EXP(—T‘Z (r-m)= Q(— ) (18)
unde
1 7 u?
t) =—|exp| —— [du; 19
Q== j p[ > } (19)
Functia Q() poate fi descompusa in serie Taylor
1 3
Q)== erfc( B du ~e—2( P ); (20)
77l s

Pentru valori relativ mari al argumentului, functia Q poate fi aprox1mata cu primul termen al
descompunerii in serie Taylor.
Probabilitatea de eroare de simbol poate fi exprimata si in functie de puterea medie a semnalelor, {indnd

cont de relatia (5):
2(M _1) 3Pupam
= m : 21
Pe M Q[ (M?-1)c? @)




TM curs 6

Filtrarea sesmnalelor de date
Necesitate
- unul din efectele limitarii benzii unui impuls rectangular de perioada Ts, datorita filtrarii, este ,,extinderea”
sa in timp, care conduce la aparitia interferentei intersimbol (Inter-Symbol Interference - ISI).
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Figura 5 Filtrarea trece jos a impulsurilor. a). nivele de intrare. b). impulsurile individuale filtrate. ¢). Semnalul
original si semnalul filtrat

- daca ax este impulsul ce apare Tn cea de a k-a perioada de simbol, X(t) este raspunsul la impuls al filtrului,
iar T este intarzierea introdusa de filtru, atunci semnalul la iesirea filtrului este:

y(t) = iak+i -X(t —KTg —iT; —r) =a, -X(t —kT, —r) ++Zn:ak+i -X(t —KTg —iT; —z') (22)
=0

q

- din (22) rezulta ca impulsul filtrat are un lob principal ako $i o serie de lobi laterali axi, care apar in
perioadele de simbol anterioare, i < 0, si in cele ulterioare, i > 0; acesti lobi laterali afecteaza simbolurile
transmise pe durata perioadelor de simbol respective. Amplitudinile lobului principal si cele ale lobilor
laterali depind de expresia raspunsului la impuls al filtrului folosit.

Criteriile de filtrare ale lui Nyquist

- pentru a reduce efectele distorsionante ale ISI asupra semnalului filtrat, raspunsul la impuls al filtrului va
trebui sd fie nul la momente de timp bine definite, numite momente de sondare, cu exceptia unuia, numit
moment principal de sondare.

- Nyquist a aratat ca, pentru a transmite simboluri cu perioada Ts, Intr-o banda de frecventa [0, fn] cu ISI =0
Tn momentele de sondare(unde fn = 1/(27Ts) = f5/2), impulsurile trebuie filtrate cu un filtru ce are caracteristica
de frecventa si raspunsul la impuls definite de relatiile (23) si, respectiv, (24).

- caracteristica de frecventa si raspunsul la impuls sunt prezentate in Figura 6 si Figura 7.

| LTo<on;
X(w) = { 00> o (23)
)
Sin n?
X)) =——2 (24)
_—__
TS
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Figura 6 Caracteristica filtrului Nyquist ideal Figura 7. Raspunsul la impuls al filtrului Nyquist ideal

- aceasta caracteristica este numita caracteristica Nyquist ideald, deoarece nu este realizabila

- raspunsul la impuls al filtrului Nyquist ideal se anuleaza o data in fiecare perioada de simbol, la mijlocul
acesteia (momente de sondare), cu exceptia unei perioade de simbol, In care impulsul filtrat isi atinge
valoarea nominala la momentul de sondare.

- datorita acestei proprietdti, impulsul filtrat nu va afecta, In momentele de sondare, valorile impulsurilor
transmise in perioadele de simbol anterioare si ulterioare, asigurand astfel o ISI nuld in momentele de
sondare.

- pentru a obtine o caracteristica de filtrare realizabila trebuie sa “relaxam” una din conditiile impuse de
filtrarea Nyquist ideala;

a) marirea largimii de banda (LB) a caracteristicii de filtrare Nyquist;
b) acceptarea unei ISI nenule, controlate;
¢) scaderea debitului de simbol, adica a lui fs;

- indeplinirea conditiei a) conduce la primul criteriu de filtrare a lui Nyquist;

- indeplinirea conditiei b) conduce la al doilea criteriu de filtrare a lui Nyquist — se obtin astfel aga numitele
Tehnici cu Raspuns Partial (PR);

- indeplinirea conditiei c¢) nu este luatd In considerare deoarece conduce la scaderea debitului binar.

Primul criteriu de filtrare al lui Nyquist. Caracteristica in cosinus ridicat (Raised-Cosine — RC)

- caracteristica de frecventa a acestui filtru este data de (25), unde prin a s-a notat factorul de exces de banda
-“roll-off factor”;

- acesta este raportul dintre banda suplimentara de frecventd introdusa si banda minima necesard, care e egala
cu fa.

- modulul caracteristicii este prezentat in Figura 8 pentru o = 0 (caracteristica ideald — aproximativ), 0,5 si 1.
- deoarece expresia sa este un cosinus patrat aceastd caracteristicad se numeste “cosinus ridicat” - “raised

cosine” (RC).
- caracteristica ideald X () (23), care nu necesitd un exces de banda se obtine facand a — 0 in (25).
1 O<o<oy,l-a)
1—sinr5(®2_w“)} 1-0)
o o[ mo  nl-o
X (o) = =C0S - D oeloy(l-a), o0 (1+a)); 25
o«(®) 5 [40“0'\‘ 1a ) e( N( ) N( )) (25)

0 >0 (1+a);

expresia (25) este o caracteristica de tip trece-jos
- expresia caracteristicii RC trece-banda, centrata pe frecventa purtatoare fp, se obtine inlocuind in (25) ® cu

(@ — wp).
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Figura 8 Caracteristicile de frecventa ale filtrelor RC
- banda de trecere a semnalului filtrat TB este:
B= [cop —on (1+a); ®p +ON (1+ oa)]

Figura 9 Raspunsul la impuls al filtrelor RC

- raspunsul la impuls al filtrului RC este definit de relatia (27), reprezentata in Figura 9 pt. a=0.5.

. (ﬂtj [aﬁtj
SInf — | COS| ——
)(a (t) — -r S . -r S -

Zt 1 40%%
Ts T?

(26)

(27)

- comparand expresiile (24) si (27) sau Figura 7 si Figura 9, rezulta ca lobii laterali ai raspunsului filtrului
cu banda extinsa sunt sensibil mai mici decat cei ai raspunsului filtrului ideal; aceasta datorita celui de al

doilea factor din (27), factor generat de banda de frecventa suplimentara utilizata.
- atenuarea lobilor laterali creste odata cu cresterea factorului de exces de banda.

- daca t = KTs-Ts/2 este considerat inceputul perioadei de simbol, atunci momentul de sondare este intarziat

cu T¢/2 si apare la mijlocul perioadei de simbol; deci momentele de sondare sunt t = KTs.
- Momentele de sondare au aceleasi proprietati ca si cele descrise la filtrul Nyquist ideal.
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Figura 10 Filtrarea trece jos a impulsurilor cu un filtru Nyquist.
a. nivele de intrare. b. impulsurile individuale filtrate. c. Semnalul original si semnalul filtrat

Caracteristica de filtrare radical din cosinus ridicat - Root-Raised Cosine (RRC)

12

- pentru a asigura cele mai bune performante In prezenta zgomotului, caracteristica de filtrare RC este

repartizata in mod egal intre emisie §i receptie.

- aceasta implica filtrarea semnalului, atat la emisie cat si la receptie cu caracteristicile Ge si Gr, care sunt

egale cu X2, vezi (28).
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X (@0)=Ge(w) Gr(@)
Ge(w)=Gr(®)
- daca filtrul de la receptie este plasat inaintea demodulatorului, la intrarea acestuia, semnalul este filtrat cu
produsul Gg-Gr, adica cu o caracteristica RC.
- implementarea unei caracteristici RC este echivalentd cu implementarea a doua caracteristici RRC, fie ele

de tip TJ sau TB.
- expresia matematicd a caracteristicii RRC este data de (29) si reprezentata in Figura 11;

}:Ge(w)=GR(w): X, (@) ; (28)
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Fiaura 11. Caracteristicile de frecventa ale filtrelor RRC Fiaura 12 Raspunsurile la impuls ale filtrelor RRC
1, O0<w=zol-a),
mw rwm(l-a
XY?(w) =1 cos _rl-a) . welo,(-a),o,l+a)]; (29)
4aw, da

0, o>0,l+a)
- aceasta caracteristica mai este denumita si caracteristica “in cosinus”.
- caracteristica definita in (29) este una TJ; - cea TB-RRC se obtine similar cu caracteristica RC, iar banda
semnalului filtrat este exprimata tot de (26)
- raspunsul la impuls al acestei caracteristici este definit de (30) si este prezentat in Figura 12.

. m(l-a)t
sin=—— =2~
_ 1 T da [(r(ra)t)|
hra(t) = ; n +—=-c0s :
4ot zt T Ts
1 T,
* (30)

Retineti ca:

e raspunsul la impuls al filtrului RRC, o > 0, nu are valori nule in momentele de sondare;

e amplitudinea semnalului filtrat este mai mare decat 1 in momentul principal de sondare; amplitudinea
semnalului filtrat, In acest moment, creste cu cresterea lui a.

- amplitudinile lobilor laterali scad cu cresterea lui a.

- desi semnalul filtrat transmis in canal are ISI nenula in momentele de sondare, semnalul de la intrarea
demodulatorului are ISI=0 in aceste momente, datorita filtrarii RRC efectuatd in receptor, adica raspunsul
global la impuls este (25), asigurandu-se IS1=0 in toate momentele de sondare.

Transmisia PAM in canal AWGN cu banda de frecventd limitata

Limitarea benzii de frecventa a semnalului PAM este echivalent cu inlocuirea impulsului unitate Uts(t-KTs)
cu varianta lui filtrata trece jos cu filtru formator de la emisie; de exemplu hg.(t-kTs) daca se doreste filtrarea
cu caracteristica RRC. expresia semnalului PAM cu banda de frecventa limitatd devine:

Soms (1) = M, - here (t—KT,) (31)

Semnalul receptionat din canal cu AWGN poate fi exprimat ca:
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Forn (1) = 3", - hee (t—KT, )40 (t) (32)

pentru a reduce puterea zgomotului la receptie semnalul trebuie filtrat cu un filtru care are banda de
trecere mai mare sau egal cu banda de frecventa a semnalului util. Expresia semnalului la iesirea acestui
filtru este:

Zm (here (t=KTg) * heer (t—KTg ) )+ (n(t) * herr (t— KT ) ) (33)

notand cu h (t —KTj ) = here (t —KT; ) *NerR (t —KT, ) raspunsului la impuls a filtrului echivalent obtinut din
concatenarea filtrului formator de la emisie cu filtrul formator de la receptie, si cu
wW(t)=n(t)*heew(t—KTs) zgomotul filtrat cu filtru formator din receptor, relatia (33) poate fi rescris ca:

t)=3'm, -h(t-KT,)+w(t) (34)
k=0
semnalul filtrat este sondat (esantionat) in momentele t=nTs,
nTy)=3m, -h(nT, —KT, ) +w(nT;) (35)
k=0

Daca filtrele formatoare de la emisie respectiv de la receptie sunt alese astfel incat filtrul echivalent
obtinut din concatenarea lor sa fie un filtru Nyquist atunci pe baza (27) putem scrie ca:

0 k=#n
h(nT, —kT. )= 36
(nTs ~KT) {1 - n (36)
si:
y,=m, +W, (37)

Daca zgomotul din canal are densitatea spectrala de putere No puterea zgomotului filtrat va fi:

ot =P, = [ (w(m)f at=["([" n(r)~hFFR(T—kTS)dr)2dt=

—o0

(38)
=No [ (Neew (t=KT,)) dt = Ny

Tn cazul filtrelor RRC coeficientul < este egal cu 1, deci dispersia zgomotului va fi identici cu dispersia
zgomotului nefiltrat. In aceste conditii performantele in prezenta AWGN raman acelasi ca si in cazul
transmisiei cu banda de frecventa nelimitata.

Schema lantului de transmisie este prezentata in Figura 13.

Sea (0 s(t) ) ¥ ¥(nTs)

Dale
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Figura 13. Schema bloc a unei transmisii PAM cu banda de frecventa limitata
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