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ElementeleElementele unuiunui MMA:MMA: λ= (A,B,Π) ; se definesc urmãtoarele elemente :

N - numãrul de stãri reprezentate prin S= {s1,s2,.....sN}, o stare la un moment dat
este cotatã cu qt  (qt∈S).

M - numãrul de simboluri observabile în fiecare stare. Multimea de observatii este
V={v1, v2,......vM}
Un element Ot din V desemneaza un simbol observat la momentul t.

A - o matrice de probabilitãti de tranzitie între stãrile lantului : aij - reprezentând
probabilitatea cu care modelul evolueazã din starea i spre j, în cazul general :
aij = A(i,j) = P(qt+1=sjqt =si)   ∀i,j ∈[1,N] , ∀t∈[1,T]  , aij≥o si ∀i,j , ∑aij =1.

B – o matrice de probabilitãti de observare a simbolurilor în fiecare stare a modelului
: bj(k) care reprezintã probabilitatea ca sã observãm simbolul vk când modelul se aflã
în starea j :

bj(k)=P(Ot=vkqt=sj),  1≤j≤N   1≤k≤M
bj(k)≥0 , ∀j,k si ∑bj(k)=1

Π - o multime a densitãtii de probabilitate initiale :  Π={πi}, i=1,... N ,  unde πi 

reprezintã probabilitatea ca starea de pornire a modelului sã fie i, astfel :                                           
πi= P(q1=si)  i=1,..N si πi ≥0 , ∑πi=1.
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ProblemeleProblemele de de rezolvatrezolvat la MMAla MMA
Sunt trei probleme de bazã a unui MMA care trebuiesc solutionate : 

1. 1. Evaluarea probabilitãtilor de observare
Fiind data succesiunea de observatii: O = O1, O2, ...OT si modelul λ=(A,B,Π), se pune
problema determinãrii probabilitãtilor P(O|λ), ca succesiunea observatiilor sã fie 
generatã de model. 

-Solutia - Algoritmul Forward-backward 

2. Problema descoperirii secventei de stãri ascunse
- Fiind datã succesiunea observatiilor O=O1,O2,....OT si modelul λ :  sã se determine 
secventa de stãri, Q= q1,q2,....qT, cea mai probabilã din care au rezultat observatiile Ot. 
-Se obtin informatii legate de partea ascunsã a modelului (succesiunea de stãri). 
-Se foloseste un criteriu optimal pentru descoperirea secventei de stãri

-Solutia – Algoritmul Viterbi

3. Problema antrenãrii
-Cum trebuie modificati parametrii modelului λ=(A,B,Π) pentru a maximiza P(O|λ) -
reprezintã problema antrenãrii modelului. 

-Solutia – Algoritmul Baum-Welch
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1. 1. EvaluareaEvaluarea probabilitãtiiprobabilitãtii de de observareobservare ((totaletotale))
Exista mai multe manierea de a evalua probabilitatea de observare, din care se 
prezinta doua mai importante : 
a) Evaluarea directã Probabilitatea ca succesiunea de observatii O, sa fie data 
de modelul λ este egala cu suma probabilitatii tuturor cailor de stãri posibile Q, 
a probabilitãtilor conjuncte a lui O si Q : 

In aceasta abordare este nevoie de NT−1 adunari si (2T-1) inmultiri (N numãrul de 
cai posibile de lungime T ), adicã 2TN calcule care este un volum mare (de ex. N=5, 
T=100 avem ≈1072). 
Pentru aceasta problema mai este o varianta pentru evaluare numita forward-
backward (înainte - înapoi). 
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b) Evaluarea prin functiile forward-backward
In acest caz putem considera cã observatia are douã etape : 
- mai întâi observatiile de inceput O(1:t) ajungând pânã la starea qi la 
momentul t , apoi
- emisia sfârsitului de observare O(t+1:T), stiind cã se pleacã din starea qi în
momentul t. In acest caz evaluarea observatiei este egalã cu : 

unde α(t,qi) este probabilitatea de a emite inceputul O(1:t) si de a ajunge la qi
in momentul t si β(t,qi) este probabilitatea de a emite secventa finalã O(t+1:T) 
stiind ca se pleaca din qi la momentul t. Calculul lui α se face cu t crescator, iar
a lui β cu t descrescator , de unde si numele algoritmului. 
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Aceasta indică faptul că pentru a emite începutul observaţiilor O(1:t+1) şi a 
ajunge în starea sj în momentul t+1, trebuie neapărat să fim în una din
stările si la momentul t. Volumul de calcul cerut este N(N+1)(T-1)+N
înmulţiri şi N(N-1)(T-1) adunări (de ex. N=5 şi T=1000 avem ≈3000 calcule)
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Pentru calculul lui β se fac N2T calcule. Totusi adesea se folosesc
valorile obtinute pentru 2 cazuri particulare : t=0 si t=T ce dau : 
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2. 2. CalcululCalculul secventeisecventei optimeoptime
O sarcina importanta a modulelor ce folosesc MMA este secventa
corespunzatoare observatiei, astfel spus de a gasi în model cea mai bunã
secventa de stari care sa maximizeze mãrimea urmatoare, numitã secventa de 
stari Viterbi : 

P(Q|O,λ)=P(Q,O|λ)

Algoritmul VITERBI 
Pentru a gasi în model cel mai bun drum Q=(q1,q2....qT) pentru succesiunea de 
observatii O=(O1,O2,....OT) se defineste δt(i) care este probabilitatea celui mai
bun drum care duce la starea si în momentul t trecând prin primele t obsevatii:  

δt(i)=maxq1,q2,...qt-1 P(q1,q2, ...qt=si, O1,O2,...Ot|λ) 

Prin inductie , se calculeaza

δt+1(j)=[maxiδT(i) aij] bj(Ot+1)

pastrând in calcule succesiunea de stãri care da cel mai bun drum ducând la 
starea si intr-un tablouΦ . 
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Algoritmul este urmatorul :

unde functia argmax permite memorarea indicelui i=1,...N, cu care se atinge
maximul valorilor δt-1(i) aij. Volumul de calcul este O (N*N*T) operatii. 
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3. 3. AlgoritmulAlgoritmul pentrupentru antrenareantrenare
Problema antrenarii modelului este cea mai dificila din cele trei, deoarece nu este
o metoda analitica pentru determinarea modelului. In acest caz se pune problema
ajustãrii parametrilor modelului (A,B,Π) pentru a maximiza probabilitatea
secventelor de observare date de model P(O|λ) . 
Se foloseste o metoda iterativa ca de ex. metoda BAUM-WELCH sau tehnicile
gradientului pentru optimizare.
Ideea antrenarii este utilizarea unor proceduri de reestimare care sa ajusteze

modelul putin cîte putin trecând prin etapele:
• alegerea unui set initial de parametri λ0;
• calculul lui λ1 din λ0 
• repetarea procesului pâna ajungem la un criteriu de terminare

Plecând de la λn , λn+1 trebuie sã satisfaca :

ceea ce aratã cã λn+1 trebuie sa amelioreze probabilitatea de emisie a 
observatiilor, ceea ce revine la definirea unei functii F care sã : 

λn+1=F(λn) 



15

Sunt mai multe modalitati de a defini functia F, cea mai simpla este de a face 
statistica cu folosirea tranzitiilor si distributiilor:

- revenind a calcula frecventa de utilizare, plecând de la multimea de 
antrenare. Daca multimea este însemnata, statistica furnizeaza o buna
aproximatie a probabilitatilor aposteriori folosite ca parametri ai modelului
pentru iteratia urmatoare.
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Observatii. 
• Alegerea modelului initial afecteaza rezultatul. 
Toate valorile din A si B egale cu 0 la început ramân 0 si la sfârsitul antrenarii

• Algoritmul converge spre valori ale parametrilor care formeaza un punct critic 
P(O|λ) . Acest punct poate corespunde la un maxim local sau la un punct de 
inflexiune, de unde si buna alegere a modelului. 

• Numarul de iteratii se fixeaza empiric 

• Se poate aplica metoda la orice tip de semnal . Ajunge sa avem primitive si a 
se da o ordine a observatiilor (secventiere), ceea ce este reprezentat de 1≤t≤T. 
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EXEMPLU

Se porneste aleator din S1 sau S2 

Se alege in fiecare stare unul dintre
simbolurile de iesire, aleator

Generam secventa de observatii:

Probabilitatea initiala este 50% ptr.

S1 sau S2
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50% probabilitatea de a 
observa in S1,  X sau Y
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Trec in S3 cu probabilitatea
2/3 sau in S2 cu probabilitatea
1/3



22

50% probabilitatea de a 
observa in S3,  X sau Z, fie X
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Trecerea in oricare din cele 3 
stari este echiprobabila 1/3, fie 

S3
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50% probabilitatea de a 
observa in S3,  X sau Z, fie Z
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ESTIMAREA   STARILORESTIMAREA   STARILOR
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PROBABILITATEA SERIILOR DE OBSERVATIIPROBABILITATEA SERIILOR DE OBSERVATII
Ce reprezinta:

P(O) = P(O1 O2 O3) = P(O1 = X ^ O2 = X ^ O3 = Z)?

Cum sa calculam P(Q) pentru o cale arbitrara Q?

Cum sa calculam P(O|Q) pentru o cale arbitrara Q?
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PROBABILITATEA SERIILOR DE OBSERVATIIPROBABILITATEA SERIILOR DE OBSERVATII
P(O) = P(O1 O2 O3) = P(O1 = X ^ O2 = X ^ O3 = Z)?

Cum sa calculam P(Q) pentru o cale arbitrara Q?

Cum sa calculam P(O|Q) pentru o cale arbitrara Q?

P(Q)= P(q1,q2,q3)
=P(q1) P(q2,q3|q1)
=P(q1) P(q2|q1) P(q3| q2,q1)
=P(q1) P(q2|q1) P(q3| q2) 

Ex. in cazul:  Q = S1 S3 S3:
=1/2 * 2/3 * 1/3 = 1/9
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PROBABILITATEA SERIILOR DE OBSERVATIIPROBABILITATEA SERIILOR DE OBSERVATII
Ce reprezinta:

P(O) = P(O1 O2 O3) = P(O1 = X ^ O2 = X ^ O3 = Z)?

Cum sa calculam P(O|Q) pentru o cale arbitrara Q?

P(O|Q) = P(O1 O2 O3 |q1 q2 q3 )
= P(O1 | q1 ) P(O2 | q2 ) P(O3 | q3 ) 
Ex. in cazul Q = S1 S3 S3
= P(X| S1) P(X| S3) P(Z| S3) =
=1/2 * 1/2 * 1/2 = 1/8
In exemplu sunt necesare 33 = 27 de 
calcule de P(O) si P(O|Q), dar la o 
secventa de 20 de observatii sunt
necesare 320 de calcule de P(O) si
P(O|Q) - ineficient
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Probabilitatea unei serii de observatii : non-exponential-cost-style

Fiind date observatiile O1 O2…OT
Definim

αt(i) = P(O1 O2…Ot∧ qt = Si | λ), unde 1 ≤ t ≤ T

αt(i) = Probabilitatea ca, într-un proces aleatoriu,
Am văzut primele t observaţii
Am fi ajuns în Si ca a t-a stare vizitata. 

In exemplu, ce reprezinta α2(3) ?
αt(i): este usor de definit recursiv:

αt(i) = P(O1 O2…OT ∧ qt = Si | λ)



30

αt(i) = P(O1 O2…OT ∧ qt = Si | λ)
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Se observa : O1 O2 O3 = X X Z
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Care este cea mai probabila cale (CMPC) care a generat
observatiile :O1O2…Ot ?

Ce reprezinta ?
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Un mod eficient de a calcula CMPC; se calculeaza:

=  CMPC de lungime t-1 cu sansa maxima de a indeplini toate
conditiile:
De a fi urmata si a sfarsi in starea S i si a produce iesirile O1…Ot

CMPCt(i) = aceasta cale
Astfel : δt(i)= Prob(CMPCt(i))


