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Elementele unui MMA: | = (AB,P); se definesc urmatoarele elemente :

N - numarul de stari reprezentate prin S={sl1,s2,.....sN}, o stare la un moment dat
este cotatacuqt (qtl S).

M - numarul de simboluri observabile in fiecare stare. Multimea de observatii este
Un element Ot din V desemneaza un simbol observat la momentul t.

A - 0 matrice de probabilitati de tranzitie intre starile lantului : aij - reprezentand
probabilitatea cu care modelul evolueaza din starea i spre |, in cazul general :
a; = A(i,j) = P(at+1=sj¥gt =si) " ijl [LN]," tI [1,T] ,a30si"ij,&a;=1.

B — 0 matrice de probabilitati de observare asimbolurilor in fiecare stare a modelului
: b;(k) care reprezinta probabilitatea ca sa observam simbolul v, cand modelul se afla
in starea | :

bj(k)=P(Ot=vk¥gt=sj), 1EJEN 1£kEM

bj(K)3 0, " j,k si &bj(k)=1

P - o multime a densitétii de probabilitate initiale : P={pi},i= 1,...N, unde p,
reprezinta probabilitatea ca starea de pornire a modelului sa fie i, astfel : 2
p=P(ql=si) i=1,.Nsipi30, api=1.



Problemele de rezolvat la MMA
Sunt trei probleme de baza a unui MMA care trebuiesc solutionate :

1. Evaluarea probabilitatilor de observare
Fiind data succesiunea de observatii: O = O,, O,, ...O; si modelul A=(A,B,I1), se pune
problema determinarii probabilitatilor P(O] A), ca succesiunea observatiilor sa fie
generata de model.

-Solutia - Algoritmul Forward-backward

2. Problema descoperirii secventei de stari ascunse
- Fiind daté succesiunea observatiilor 0=0,,0,,....0; si modelul A : sa se determine
secventa de stari, Q= q,,d,,....q;, cea mai probabila din care au rezultat observatiile O,.
-Se obtin informatii legate de partea ascunsa a modelului (succesiunea de stari).
-Se foloseste un criteriu optimal pentru descoperirea secventei de stari

-Solutia — Algoritmul Viterbi

3. Problema antrenarii
-Cum trebuie modificati parametrii modelului A=(A,B,I1) pentru a maximiza P(O|A) -
reprezinta problema antrenarii modelului.

-Solutia — Algoritmul Baum-Welch
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1. Evaluarea probabilitatii de observare (totale)
Exista mai multe manierea de a evalua probabilitatea de observare, din care se
prezinta doua mai importante :
a) Evaluarea directd Probabilitatea ca succesiunea de observatii O, sa fie data
de modelul A este egala cu suma probabilitatii tuturor cailor de stari posibile Q,
a probabilitatilor conjuncte aluiOsi Q :

PO )= 2P(O.QA) = 2P(O[Q.A)*P(QM)
Q Q
sau P(Q»)=11(ql aqlql aglq3 aqlq3.......aqT-1ql 51

P(OQ.A)= Db, (0,)-b2(0O4)........b 7(O1). deunde:

P(O[A) = anh 'bql({:}lj ] qu (E’z }""--bﬂ ('DT}

al.g2,.qT
In aceasta abordare este nevoie de NT-1 adunari si (2T-1) inmultiri (N numarul de
cal posibile de lungime T ), adica 2TN calcule care este un volum mare (de ex. N=5,
T=100 avem =1072).
Pentru aceasta problema mai este o varianta pentru evaluare numita forward
backward (inainte - inapoi).



b) Evaluarea prin functiile forward-backward

In acest caz putem considera ca observatia are doua etape :

- mai intai observatiile de inceput O(1:t) ajungand pana la starea g; la
momentul t , apoi

- emisia sfarsitului de observare O(t+1:T), stiind ca se pleaca din starea g; in
momentul t. In acest caz evaluarea observatiei este egala cu :

P(O[%) = D o(t.q.)-B(t.q.)

unde a(t,qi) este probabilitatea de a emite inceputul O(1:t) si de a ajunge la qi
In momentul t si B(t,qi) este probabilitatea de a emite secventa finala O(t+1:T)
stiind ca se pleaca din gi la momentul t. Calculul lui a se face cu t crescator, iar
a lui B cu t descrescator , de unde si numele algoritmului.



Caleulul Tul o

Se noteaza secventa clt.qi) prin of (1) :
iy [:|:|:|:'[:'[:}1 Do .0 | Ot = Eil }-..:l
care se calculeaza recursiv dupa cum urmeaza :

e Initializare
a+()=m bilo4) unde i1=1....N
 Iinductie (recurenta)

i)
Olpet(j) = [Ea__r:ijai_}bj(mmj, 1= t=T-1 si 1<j=N

i=l
« ferminare
i
P(O|A) = E_n:thfi}

Aceasta indica faptul ca pentru a emite inceputul observatiilor O(1:t+1) si a
ajunge in starea s;in momentul t+1, trebuie neaparat sa fim in una din

starile s, la momentul t. Volumul de calcul cerut este N(N+1)(T-1)+N
fnmultiri si N(N-1)(T-1) adunari (de ex. N=5 si T=1000 avem =3000 calcule)®



Calculul Iui B.

Notam B(t.qi1) =pt(1).

pt(1)= P(Ot+1 Ot+2 .... OT| qT=s1/A)
Se deduce Bt din ft+1 in mod inductiv astfel :
e initializare

BT(1)=1 .1<I<N

e nductie
N
BT()=2 a,b. (0. ). ()) .T-1zt=1 si 1I<N
1=1

e terminare - caleulul probabilititi de observare

P{D|:-J=;Hib,-(ﬂm>ﬁl(i)
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Pentru calculul lui B se fac N2T calcule. Totusi adesea se folosesc
valorile obtinute pentru 2 cazuri particulare : t=0 si t=T ce dau :

P(O[1) = > o, (i)= D m.B, ().
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2. Calculul secventei optime
O sarcina importanta a modulelor ce folosesc MMA este secventa
corespunzatoare observatiei, astfel spus de a gasi in model cea mai buna

secventa de stari care sa maximizeze marimea urmatoare, numita secventa de
stari Viterbi :

P(QIO.N=P(Q,0[A)

Algoritmul VITERBI

Pentru a gasi in model cel mai bun drum Q=(q1,92....gT) pentru succesiunea de
observatii 0=(01,02,....0T) se defineste (i) care este probabilitatea celui mai

bun drum care duce la starea s, in momentul t trecand prin primele t obsevatii:

6.(1)=maxqgl,q2,...qt-1 P(ql,q92, ...qt=si, 01,02,...0t| A)
Prin inductie , se calculeaza
6.,1())=[maxid(1) a;] b(O.y)

pastrand in calcule succesiunea de stari care da cel mai bun drum ducand la
starea s; intr-un tablou O . >




Algoritmul este urmatorul :

e nitializare

51(1)=ri-bi(01) ,i=1..N
P1()=0

e recurenta
ot(j)=max 1=1=N[6t-1(3) ayy] by(O1) . 1£5=N s1t=2..N
e terminare
P* = max[dT(1)] q*T =argmax 1= 1= N [6T(1)]
¢ determinarea secventei de star1 (backtraking)

q* t=Pt+1(q*t+1) T-1<t=1

unde functiaargmax permite memorareaindicelui i=1,...N, cu care se atinge
maximul valorilor §,,(i) &. Volumul de calcul este O (N*N*T) operatii.



3. Algoritmul pentru antrenare

Problema antrenarii modelului este cea mai dificila din cele trei, deoarece nu este
0 metoda analitica pentru determinarea modelului. In acest caz se pune problema
ajustarii parametrilor modelului (A,B,N) pentru a maximiza probabilitatea
secventelor de observare date de model P(OJA) .
Se foloseste o metoda iterativa ca de ex. metoda BAUM-WELCH sau tehnicile
gradientului pentru optimizare.
|deea antrenarii este utilizarea unor proceduri de reestimare care sa ajusteze
modelul putin cite putin trecand prin etapele:

 alegerea unui set initial de parametri AO;

e calculul lurAl din AO

e repetarea procesului pana ajungem la un criteriu de terminare
Plecand de la A, , A, trebuie sa satisfaca :

[P0 =] T (P(O"|R,)

ceea ce arata ca A, trebuie sa amelioreze probabilitatea de emisie a
observatiilor, ceea ce revine la definirea unei functii F care sa :

)‘n+1:F()‘n)

14



Sunt mai multe modalitati de a defini functia F, cea mai simpla este de a face
statistica cu folosirea tranzitiilor si distributiilor:

- revenind a calcula frecventa de utilizare, plecand de la multimea de
antrenare. Daca multimea este insemnata, statistica furnizeaza o buna
aproximatie a probabilitatilor aposteriori folosite ca parametri ai modelului
pentru iteratia urmatoare.

aijhj(Oe+1

+— —
oue(i) petl(j)

Schema de calcul pentru £t(1.j).



Formulele pentiu reestimare.

Se defineste :
Zt(1.7)=P(qt=s1. qt+1=53|0.%)

s1 se deduce :

Plg, =s,.94 = E"_i-"::"l:"'*}
P{O|x)

Dezvoltand numaratorul s1 introducand . B se ajunge la :

e ﬂt(i}aijbj[ﬂt—ljﬁt—l (.]J
f.:,tl:l_]}: Pl:'-j| .-"L}
Detinind : vt(1)=P(qt=s1/0.%) . rezulta :
N N
7.(0) = 2.P(q, = 5,00 =5,]0.2) = 25,30, )
=1

=l

St1g)=

. unde D v,(i) da informatii despre numarul tranzitiilor posibile prin starea si sau

1

Y 2.(i.7) da informatii despre numarul tranzitiilor posibile plecind de la starea si la
i

starea sj .



Formele de reestimare posibile pentru ITA.B pot fi:

T. - care reprezintd de cate or1 este posibil de afi in starea s1in momentul 1
a; - numarul de tranzitii posibile de la s1 las) / numarul de tranzitu plecand de la s

b.(k) - numarul de posibilitati de a f1 1n 57 observand vk / numarul de posibilitat: de a fi

1 5]

Fie :

CGII":.tl‘ﬁIlgEI‘il& il]l]}LlE.E 5prc I‘ESI}EEl’Hl‘E‘ ,
N N
i=1 =1

Aceste relatit rezulta din teorema Baum-Welch



Algoritmul de reestimare Baum-Welch.

1. Fixdm valorile mmitiale:
a;.b)(k),m{ 1<ij<N ., 1<k<N

2. Se calculeaza cu ajutorul functiilor forward-backward :
Eig)yt(t)  1=219=N .12 t<T-1 s1 A tfolosind formulele de reestimare.
3. Serepeta 2 pand se atinge o limita impusa.
Observatii.

» Alegereamodelului initial afecteaza rezultatul.
Toate valoriledin A s B egale cu O lainceput raman 0 sl lasfarsitul antrenarii

 Algoritmul converge spre valori ale parametrilor care formeaza un punct critic
P(OJL) . Acest punct poate corespunde la un maxim local sau laun punct de
Inflexiune, de unde s buna alegere a modelului.

 Numarul de iteratii se fixeaza empiric

» Se poate aplica metoda la orice tip de semnal . Ajunge saavem primitive s a
se da o ordine a observatiilor (secventiere), ceea ce este reprezentat de 1<tXT.



EXEMPLU

Se porneste aleator din S1 sau S2

Se alege in fiecare stare unul dintre
simbolurile de iesire, aleator

Generam secventa de observatii:
Probabilitatea initiala este 50% ptr.
S1 sau S2

~ |
XY -
LXK
[, L |
N - IIlII .'I
M=3 \__/113
m, =12 my, =172
an = dip =113
a,=13  a,=
A3 = 1/3 a,, = 1/3
b1 (}(] = 1/2 b1 (Y} = 1/2
P X)=0 " b, (v)=112
b, (X)=1/2 —
0V by () =0




b, (2) = ¥

y . \?2 50% probabilitatea de a
4 ZY | observa in S1, X sau Y
o 7__/’“
113 D
{q -
- 9= |5, Op=\ | =
1,=0 = | O=\|__
a9~ — O,= \__
a3 =%
A3 =75
;3= 7% %= |S~ |0, X
Q'T= E OT _
b, (£)=0 q.,= L 0, B
b, (Z) = ¥ .




S Ll IH,/ \:'/” S,

P XY fe— 1 ZY
i1 \
3 IX
\_/113
T, =Y 3 =0 . -
Trec in S3 cu probabilitatea
2/3 sau in S2 cu probabilitatea
a, = 14 a; = 2/ 1/3
8y, = a,,=% /
a,, =Y a, =% 0= g;:] 0= |X
L
- - Q'T= _I OT: —
by (Y) = ¥ b1@=0 [o= 1 Jo= | _
b, (Y) =¥ b, (Z) =% ~
b, (Y)=0 b, (Z) =%




50% probabilitatea de a

observa in S3, X sau Z, fie X

{ ) \

‘i S, |Op= X\
g= |S;— o= |x}
q,= _G O,= |__

22



| L "-f.’fﬁ \‘/ — H“\\SE
XY 1ZY |
iillll /3
T? - ' ZX - 113
'llll#'IS
\/L-’B
M, =" m, =0
Trecerea in oricare din cele 3
a;p =" a3 =% stari este echiprobabila 1/3, fie
Ap = CIRERE | S?L
3y, =73 a3 =7 9= | S, OD:E X
9= | S, / = X
b, (Y)="2 b, (£)=0 - S
’ “ = |s,’ |0=
o, (V)=%  by@=v U 15 1 o
b, (Y)=0 b, (£) ="
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50% probabilitatea de a
observa in S3, X sau Z, fie Z

S,

S,

p=

S,




ESTIMAREA STARILOR

9= |7 O= |X
9.,= |” O,= |X
q,= ? ng 7

N =

M=3

m, =12 T, = 1/2
a;; =0 a;, = 1/3
512=’13 EEE=

b1 (}(] =12 b1 (Y} = 1/2
P X)=0 " b, (v)=112
b (X) =172 b, (Y)=0

XY =
o K’ - _I:_.::_.-'
L 4K



PROBABILITATEA SERIILOR DE OBSERVATII
Ce reprezinta:
P(O)=P(010203)=P(01=X"02=X"03=2)?
P(O)= > POAQ)= > P(O|Q)P(Q)
Q=Paths of length 3 Q<=Paths of length 3
Cum sa calculam P(Q) pentru o cale arbitrara Q?

Cum sa calculam P(O|Q) pentru o cale arbitrara Q?

81 m/ ; }/_\SE
113 -' '-
XY K~ LY
3 X ” 13
—] 8:3



PROBABILITATEA SERIILOR DE OBSERVATII
P(O)=P(010203)=P(01=X"02=X"03=2)?
P(O)= > POAQ)= > P(O|Q)P(Q)

Q<=Paths of length 3 Qe=Paths of length 3

Cum sa calculam P(Q) pentru o cale arbitrara Q?

s, — " Ty -8, PQ)=P(GLa263)
m 1/3 [ 7Y | =P(q1) P(92,93|ql)
D Y =P(q1) P(a2|q1) P(q3| g2,91)
'~ ,\\ \(5\ =P(q1) P(g2|q1) P(q3]| g2)
3 _'- ZX ' E Ex. in cazul: Q =S1 S3 S3:

=1/2 *2/3*1/3 =1/9

\ /|

Cum sa calculam P(O|Q) pentru o cale arbitrara Q?
27



PROBABILITATEA SERIILOR DE OBSERVATII

Ce reprezinta:
P(O)=P(010203)=P(O1=X"*"02=X"03=2)?

P(O)= Y POAQ)= ) P(O|Q)P(Q)

Q<=Paths of length 3 Qe=Paths of length 3
Cum sa calculam P(O|Q) pentru o cale arbitrara Q?

P(O|Q)=P(010203|g19g29g3)
=P(O1]9l)P(0O2[qg2)P(O3|q3)

S
- /AU 1 ;V \* Ex.incazul Q=5153S3
XY - =—— ZY | =P(X| S1) P(X| S3) P(Z| S3) =
A N =R2*12*12=1/8
\.:--—— 7X ,{ In exemplu sunt necesare 33 = 27 de
S\ calcule de P(O) si P(O|Q), dar la o
78, secventa de 20 de observatii sunt
\ /|:- necesare 32° de calcule de P(O) si,g

P(O]|Q) - ineficient



Probabilitatea unei serii de observatii : non-exponential-cost-style

Fiind date observatille O1 O2...0T
Definim
a(l) =P(0O102..0t Aqt=Si|A),unde1<t<T

a.(1) = Probabilitatea ca, intr-un proces aleatoriu,
Am vazut primele t observatii
Am fi ajuns in Si ca a t2 stare vizitata.

In exemplu, ce reprezinta a,(3) ?

a,(1): este usor de definit recursiv:
a(i) =P(01 02...0T A qt=Si|A)

29



a,i) = P(O1 02...0T A gt=Si| A

{1’1(}]: P(Ol My = S,-F)
p— P({}'l — S.f )P(Ol‘ql :Sfj ]

r+1(] P[OO 0,0 1*”“?:1:9)

r i+

—ZP 0,0,..0,nq, =S, N0, NGy =S,)
i=l
N

— P[MOHI:-(};—I = S;‘ OIOE"'Or N = Sr‘ )P(Olaior NGy = Sf)
1

— ZP(OHI?(L—I — S;‘ q;r — S;‘ }YI(I)
- ZP[ng — SIJ-' '5?; — S,r‘)-P(:OI_I Q'H_l — SJ- .}Ir (I]
=2_a,0,(0,., ), (7)







Care este cea mai probabila cale (CMPC) care a generat
observatille :0,0,...0,?

Ce reprezinta argmax P(Q‘OIOE...OT) ?
Q

argmax P(00,0,..0; )
Q

P(0,0,..0,/0)P(0)
P(0,0,...0;)

=argmax
Q

=argmax P(0,0,..0,/0)P(0)
Q

32



Un mod eficient de a calcula CMPC: se calculeaza:

O(l)=  max P(d1 Q2 -- Ge1 A G=S51 04 .. Oy
9192--G-1

= CMPC de lungime t-1 cu sansa maxima de a indeplini toate
conditiile:
De a fi urmata si a sfarsi in starea S; si a produce iesirile O;...0O,

CMPC,(i) = aceasta cale
Astfel : 3,(1)= Prob(CMPC(1))
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