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Capitolul 1

Geometrie analitica plana

1.1 Conice

Definitie: Se numeste elipsa locul geometric al punctelor din plan pt. care suma distantelor la doua
puncte fixe numite focare este constanta.

oy

/ N Ox

Notam focarele cu Fy (—c,0), F5(c,0) si punctul de pe elipsa cu M (x,y) . Cf. def.:
MF, + MF, =2a > 2c¢
adica:

V@+07+ =02+ /@ —0’+(y—0)7 =2

(\/(x+c)2+<y_0)2)2 - (2“— \/(x_c)2+(y_0)2)2

(z4¢)*+(y—0)* =
— 4a? — da\/ (& — &)’ + (y— 01 + (2 — ©)> + (y — 0)’

rezulta:

2cx = 4a® — 4a\/(:c — )+ (y—0)* =2z

cx—a2:—a\/(:c—c)2+(y—0)2

2 202 — 2ca’z + a®c + a2y2

A —2d%cx+at =a
(02 . a2) 22 _ a2y2 — 22 _ A



2 2

T Y
) + i 1 (1.1.1)
unde b? = a? — 2.
Obs. SE pot folosi si ecuatiile parametrice ale elipsei:
{2 bt e 2.
Definitie: Se numeste hiperbola locul geometric al punctelor din plan pt. care valoarea absoluta a
diferentei distantelor la doua puncte fixe numite focare este constanta.

oy

Notam focarele cu F (—c,0) , F»(c, 0) si punctul de pe hiperbola cu M (z,y) . Cf. def.:
|MF1 — MF2| = 2a

unde a < c.
Facand calculele rezulta:

r Y (1.1.2)

unde b? = ¢ — a?.
Obs.: se pot folosi si ec. parametrice ale hiperbolei:

x = tacosht
{ y = bsinht tER
unde
t —t
cosht = cte =cht
2
et —et
inht =
sin 5

relatia de baza:
cosh?t — sinh?t = 1 pentru Vt € R
Definitie: Se numeste parabola locul geometric al punctelor din plan pt. care distantele la un punct fix
numit focar si o dreapta fixa numita directoare sunt egale.
Fie focarul £ (p/2,0) si directoarea de ecuatie z = —p/2 iar M (x,y) un punct pe parabola, Cond. din
def. se scrie:

(z—p/2)* +y* = (x +p/2)°

y? = 2px (1.1.3)

rezulta ec. parabolei:

Obs. Conicele se pot defini unitar:
Definitie: Se numeste conica o curba pentru care raportul distantelor de la un punct de pe curba la un
punct fix numit focar si o dreapta fixa numita directoare este constant e. (e este excentricitatea conicei).

Ecuatia tangentei la elipsa intr-un punct de pe elipsa:
Fie elipsa:



si un punct My (zo, yo) pe elipsa, adica:

.’L’2 y2
! (1.1.4)

Se stie ca tangenta la elipsa este o dreapta care intersecteaza elipsa intr-un singur punct.
Ec. unei drepte care trece prin M este:

Yy —yo=m(x— o). (1.1.5)

{, Feh=
y—yozm(x—afo)

intersectand cu elipsa:

rezulta;
2

x (yo + m (x — xg))2
Pl b2
vaz? + a? (yg + 2myo (z — xg) + m? (z — :cg)2> —a’?* =0

(a®m? + b?) 2% + a? (2myo — 2mPzo) = + (a* (M2 — 2maoyo + y3) — a®b?) =0

ec. e de forma Axz? 4+ Bx + ¢ = 0 are sol. unicd daca B? — 4AC = 0.

A= (a2m2 + b2) : B = 2a’*m (yo — maxo)

C = a? (mzx% — 2mxoyo + Ya — b2) .

Deoarece B are factor comun pe 2 calculam discriminantul ecuatiei cu formula redusa: A’ = ( )2 —
AC,:

=1

2
A = a'm? (yo — mxo)’ — a® (a*m? + b%) (m*xf — 2maoyo + v — b?) =
292 2 3. 2 4.2 2 4 2 3. 9.
, [ @My —2a’m3yoxg + a“m*zy — a*m xf +2mdalzoyo—
= a —_——  N—— —

—N—
— a®m?*y2 +a’*m?b? — v*m2zt + 2mb2xoyo — b2y2 + b*
= a’h? ((a2 — x%) m? + 2mxoyo + b* — yg) .
Punand conditia ca ecuatia A’ = 0 rezulta:

m172 _= 3 3 =
@ —x (1.1.6)
_ —zoyo £ Vadyg — a?b? + a?yd + b2ad — 23y3
= 2
Dar din ecuatia (1.1.4) rezultd. b%z3 + a?y2 = ab? care inlocuitd in (1.1.6) da:
e — —TOY0 _ ToYo _ b
1,2 a2 — 37(2] ag%jl agyo-

Tnlocuind valoarea lui m in ecuatia dreptei (1.1.5) rezulta ecuatia tangentei:

sau tinand cont de faptul ca M este pe elipsa, deci coordonatele sale verifica ecuatia (1.1.4) rezulta ecuatia
tangentei la elipsa intr-un punct M, de pe elipsa:
rxr
—+ % ~1.
Analog se obtine ecuatia tangentei la hiperbola de ecuatie (1.1.2) ntr-un punt de coordonate (xo, o) de
pe hiperbola:
S+ =1
iar ec. tangentei la parabola ntr-un punct de pe parabola:

yyo = p(x + xo) .



Capitolul 2

Algebra liniara |

2.1 Recapitulare cunostiinte de algebra din clasa Xl-a

Tn clasa a XI s-a studiat la algebrd problema existentei solutiei® si calcularii solutiei sistemelor
liniare? (adica sisteme care contin doar ecuatii de grad intai) de forma:

AX = B, (2.1.2)
unde A este o matrice cu mn linii si . coloane (conform notatiilor de la inceputul cursului: A = [a;],_17 ;—17
DMyy,,), X 0 matrice cu n linii si o coloana (X = [z;],_15 € My 1), iar B este o matrice cu m linii si o
coloand. (B = [bj]j:L—m € M,,.1). Se stie ca folosind operatiile cu matrice sistemul 4.2.10 este scrierea
prescurtata pentru sistemul (vezi notatiile de la inceputul cursului):

a1171 + a12r2 + a1373 + ... + a1y = by
az171 + 22T + a23T3 + ... + a2pTy = by
a31x1 + aszeTs + as3xs + ... + aspTn, = b3 . (2.1.2)

Am1%1 + Ama®2 + am3T3 + ... + App Ty = by

n
Zajia:i = bj,j = l,m

i=1
Pentru a da raspuns la cele doua probleme s-a introdus in clasa XI-a notiunea de determinant a unei matricei
patratice de ordin n. Reamintim aci aceasta definitie:

Definitia 2.1.1 Se numeste determinantul matricei A € 9t,, un numar real notat cu det (A) (sau |a;;|
de formula:

”:ﬁ)dat
det (A) = Z sgn (o) A15(1)A20(2) * - * Cno(n)> (2.1.3)
oES,
unde prin S, s-a notat multimea tuturor permutarilor multimii {1, 2, ...,n}3, iar prin sgn (o) semnul per-
mutarii o.(vezi [1]).

ail a2

a a2
a11a22 —agaq2) Saun = 3 (regula lui Sarrus sau regula triunghiului), pentru n. > 3 calculul determinantilor
facandu-se prin utilizarea proprietatilor lor (dezvoltarea dupa elementele unei linii (coloane), adunarea el-
ementelor unei linii (coloane) inmultite cu un numar la elementele corespunzatoare altei linii (coloane) in
scopul obtinerii de cat mai multe elemente nule,...).

Fie A € M, .

Remarca 2.1.1 Calculul unui determinant nu se face cu formula 2.1.3 decat pentrun = 2 (

Definitia 2.1.2  Se numeste minor de ordin k (k < min {m, n}) al matricei A determinantul unei matrice
patratice de ordin & obtinute din matricea A alegand doar & linii i1 < i5 < ... < i din liniile matricei A
Si k coloane j; < ja2 < ... < ji din coloanele matricei A.

1 adica exista, pentru matrcele A si B date, o matrice X care verifici 4.2.10.

cum se pot afla toate matricele X care verifica sistemul 4.2.10 (adica toate solutiile).
adica toate functiile bijective o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.
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Remarca 2.1.2 Un minor de ordin k£ al matricei A este deci de forma;

}aiqu p.q=ﬁ s (2.1.4)

1 < n1<io<. < <m, 1< <p<..<Jjr<n

Cu ajutorul notiunii de minor de ordin & al unei matrice A se defineste in [1] nofiunea de rang al unei
matrice:

Definitia 2.1.3  Se numegte rang al unei matrice A € 9t,, ,, un numar natural £ (notat rang (A)) cu pro-
prietatile:

1) exista un minor de ordin k al matricei A nenul;

2) toti minorii de ordin mai mare decat k& ai matricei A sunt nuli.

Daca notam cu A matricea extinsa a sistemului 4.2.10 (adica matricea formata din addugarea la matricea
A a unei coloane formate din elementele matricei B) atunci problema existentei solutiei sistemelui 4.2.10
este datd de urmatoarea teorema:

Teorema 2.1.1  (Kronecker-Capeli) Sistemul 4.2.10 este compatibil* dacé si numai daca rangul matricei
A este egal cu rangul matricei A.

Pentru rezolvarea sistemelor liniare e necesar sa se introducad notiunea de inversa a unei matrice. Con-
form manualului [1] vom numi matrice unitate de ordin » matricea notata cu I,, care are elementele de pe
diagonala egale cu 1 iar celelalte nule. Folosind simbolul lui Kronecker definit de:

) L=y
dij = { 0iti " (2.1.5)
matricea unitate 7,, se poate defini astfel:
I, = [6z-j]i’j:1’—n. (2.1.6)

Principala proprietate a matricii unitate (de ordin n) este data de:

Proposition 2.1.2 Oricare ar fi matricea A € 9, ,, si oricare ar fi matricea C' € 9, ,,, sunt verificate
egalitatile:
AlL,=A, I,C=C. (2.2.7)

Remarca 2.1.3 Formulele 2.1.7 justifica denumirea de matrice unitate pentru 7,,.

Fie acum A € 901,,.

Definitia 2.1.4 Matricea A se numeste inversabild daca exista o matrice notatd A~ astfel incat:
A A=A A=1, (2.1.8)
iar matricea A~! care verifica relatia de mai sus se numeste inversa matricei A.

Existenta si modul de calcul al matrcei A~! sunt date de:

Teorema 2.1.3 A~! existd daca si numai daca det(A) # 0 si Tn acest caz:
1
-1 *
= A 2.1.9
det (A)" (219)
unde A* este adjuncta matricei A, si se defineste astfel:
A A . Am
| A A o Ape
Jga=Ln 0 ’

An Aan ... App

A* = [Aj] (2.1.10)

adica are cel putin o solutie X € 9M1,, ;.



in2.1.10 A;; = (—1)""7 A;; (numit complementul algebric al elementului a;;), iar A;; este minorul de
indice 4 i j (corespunzator elementului a;;) al matricei A care este determinantul matricei de ordinn — 1
care se obtine din matricea A eliminand linia 4 si coloana j.

Folosind inversa unei matrice solutia sistemului 4.2.10 in cazul m = n este data de:

Teorema 2.1.4 (Regula lui Cramer) Daca det (A) # 0 atunci sistemul 4.2.10 are solutie unica data de:
X=A"1.B (2.1.11)

Remarca 2.1.4 Tinand cont de regula de inmultire a doua matrice, de formula 2.1.9, si de dezvoltarea
unui detreminant dupa elementele unei linii, formula 2.1.11 este echivalenta cu formulele:
Ay, S
= —— i=1 2.1.12
‘TZ det (A)7 ? 7n7 ( )
unde A,, sunt determinatii matricei obtinute din matricea A prin Tnlocuirea coloanei cu numarul 4 cu
coloana termenilor liberi (elementele matricei B) din sistemul 4.2.10.

Teoremele 2.1.1 si 2.1.4 rezolva (teoretic) problemele existentei si calculului solutiilor sistemului 4.2.10,
caci pe baza lor rezolvarea sistemului 4.2.10 se face Tn urmatorii pasi:

1. Secalculeazd k = rang (A) si ki = rang (A).

2. Se verifica daca k = kq; in cazul egalitatii se trece la pasul urmator, in cazul neegalitatii se mentioneaza
ca sistemul 4.2.10 este incompatibil si se opresc calculele.

3. Minorul de ordin £ nenul se noteaza cu A, $i se numeste minorul principal al sistemului. Ne-
cunoscutele care au coeficienti in A, S& nUMesc necunoscute principale, iar celelalte necunoscute
secundare®, ecuatiile care au coeficienti in A, Se numesc ecuatii principale, iar celelalte ecuatii
secundare. Se formeaza un sistem numai din ecuatiile principale ale 2.1.2, in care termenii care contin
necunoscute secundare se trec In partea dreapta.

4. Se rezolva conform regulii lui Cramer sistemul astfel obtinut, necunoscutele secundare luand valori
arbitrare.

Tn legatura cu cele de mai sus, recomandam rezolvarea urmatoarelor exercitii:

Exercitiul 2.1.1 Sa se calculeze determinantul Vandermonde:

2 n—1
1 = x% e Iy .
i
1 2z x5 ... x5 X
V(r1,22,..,00) = | 1 z3 2} .. z§
2 n—1
1 z, =z Ty

Exercitiul 2.1.2 Sa se demonstreze ca solutia generald a sistemului omogen (rangul matricei sistemului
fiind 2):

a11T + ajoy + a3z =0

21T + a2y + azzz =0
a12 a3
a2 Aa23

a1l a2
a1 Q22

a13 ail

A ER.
a23 a21

se poate scrie sub forma: z = A Y= A ,Z2= A

daca nu exista necunoscute secundare (k = n) sistemul 4.2.10 se numeste compatibil determinat, daca exista necunoscute secundare

(n > k) atunci sistemul se numeste nedeterminat (simplu nedeterminat pentru n — & = 1, dublu.nedeterminat pentru n — k = 2,...)



2.2 Algoritmul lui Gauss

Tn acest paragraf vom studia asa numitul algoritm al lui Gauss care, Tn esentd nu este altceva decat
metoda reducerii. Pasii algorimului constau din reducerea (eliminarea) primei necunoscute din ecuatiile de
la a douain jos, eliminarea necunoscutei a doua din ecuatiile de la a treia incepand,... obtindndu-se in final
un sistem a carui matrice are elementele de sub diagonala principald nule si acest sistem se rezolva prin
metoda substitutiei incepand de la ultima ecuatie si ultima necunoscuta. Mai precis avand scris sistemul
4.2.10 sub forma 2.1.2 la primul pas se fac zerouri pe coloana intai a matricei A, inmultind prima ecuatie a
sistemului 2.1.2 cu numere convenabile si adunand-o la celelalte ecuaii:

Pasul 1 Daca:
ail 7'é 0 (221)
atunci se Tnmulteste ecuatia intai a sistemului 2.1.2 cu p;; = — & si se aduna la ecuatia cu numarul 7,
(pentru i = 2, n) obtinand sistemul:
r 1 1 1 1) 7 r 1) 7
agl) a§12) ag%) ag1) x1 bg1)
(N G I N
0 a%) a%) gl) r3 | = bgl) (2.2.2)
| 0 anll)2 ag% a% ] Tn | bq(%) |
unde a%) = ayj, pentru j = T,m, b1 = by si agjl.) = aij + ppazj, B = by + pby pentru i = Zm,

j=2,n.
Pasul 2 Presupunand acum ca:
(1)
gy #0 (2.2.(?))
se fac zerouri pe coloana a doua a matricei A inmultind ecuatia a doua a sistemului 2.2.2 cu p;5 = —%}%
- A - - . - A - 22
si adunand-o la ecuatia cu numarul ¢, obtinand sistemul:

- (2 2 2 2) 7 [ p(2) ]
agl) agz) a§_3) agn) T1 bg !
I G
0 0 o) oaf) ||| = (224
Lo 0 a? .. &l ] “n b5 ]
unde af?) = a}) pentrui = T,2j = T siaf) = al)) + ppayy b2 = b + b pentru i = 37,
j=3,n.
Procedand analog la sfarsitul pasului £ obtinem sistemul :
IR
0 Q39" Qg3 ... Qop a’2k+1 Aoy, i b(k)
0 0 a® B W a) o (
33 - Ogg 3k+1 3n o bék)
e : 3 w3 | = | p® (2.2.5)
0o 0 o0 .. oV ?k]%k)+1 C(Llé)n) . .3
0 0 0o .. 0 Qpi1k+1 Opt1n Tn L bﬁ,lf)
6 0 0 0 a(k;)c-&-l a(.k)
L m mn .
Pasul k+1. Daca:
k
al(ﬁzuﬁul £0 (2.2.6)

-11-



(k)
atunci Tnmultim ecuatia cu numarul & +1cu p; 1 = m’““ si 0 adunam la ecuatia cu numarul 4 (pentru

A {1k+1

i = k + 2, m) obtinand sistemul:

M gD D) () (k+1)  (k+1) 2B+ 7
ay a2 a3 o Oy U1 - Qn
(k+1)  (k+1) (k+1)  (k+1) 2E+D)
0 ay a3 o Gy Aopy1 -+ Gop [ (k1)
0 0 (k+1) (k+1)  (k+1) QB+ Ty b
a33 a3g A3p+1 - 3n o bgfﬂ)
. . . e . . cee — (k:+1) 2.2.7)
k+1 k+1 k+1 3 b (

0 0 0 a,gk ) C(L/éi—f)l) a,%’?H; ' 3
0 0 0 0 Qpi1hs1 - Qprin T I b7(71§+1) |

L0 0 0 .. 0 0 .. ol |

unde a{i ™) = ol B = o pentru i = TEFT, j = Tasiali™ = ol + 10l

B = o™ 4y b, pentrui =k 2,m, j =k + 1,m.

Remarca 2.2.1 1n cazul in care se utilizeaza calculatorul, pentru a micsora erorile de rotunjire la impartire
e preferabil ca la fiecare pas & sa se schimbe ntdi linia & cu linia care contine pe coloana & sub diagonala
cel mai mare numar Tn valoare absoluta, adica sa se efectueze mai intai urmatorele operaii :

(k—l)‘

1) se determinad indicele / cel mai mic astfel incat: ‘al(k Yl = max a,,

k<i<m

2) se schimbd linia { cu linia k& a matricelor A®) si B(*).

Remarca 2.2.2 Daca conditia 2.2.6 nu e verificatd, atunci se verifica daca exista elemente nenule pe
coloana k + 1 ncepand cu linia k& + 2 in matricea A(*) si daci exista se schimba linia & + 1 a matricelor
A®) si B(®) ¢y linia care contine elementul nenul. Daca toate elementele coloanei & + 1 Tncepand de la
linia & + 2 sunt nule atunci sistemul este sau incompatibil, sau compatibil nedeterminat cu necunoscuta xj,
ca necunoscuta secundara si pentru rezolvarea lui e preferabil sa se aplice algoritmul de mai sus cu mici
modificari (vezi cele ce urmeaza dupa teorema 2.2.1).

Din modul cum am obtinut sistemul 2.2.7 din sistemul initial 2.1.2 se poate demonstra urmatoarea teo-
rema:

Teorema 2.2.1 Sistemele 2.1.2 si 2.2.7 sunt echivalente®.

Se pune Tn mod natural problema care este numarul maxim de pasi posibili la algoritmul lui Gauss si
cum se rezolva apoi sistemul obtinut. Din teorema precedenta si 2.1.1, rezulta ca numarul maxim de pasi
este egal cu rangul matricei A. Daca rangul matricei A este & atunci la sfarsitul pasului & sistemul 2.2.5
devine:

ok k k k k k) 7
0 ayy a%g) a%],:) a%],;;rl a%]?) 2 r bgk) -
0 0 a3y ... agy/ agx., .. ag, Lo bgk)
: z3 | = | p) (2.2.8)
0 0 0 .. d® B W . e
0 0 0o .. 0 0 .. ©0 Tn, pk)
L 0O 0 0o .. 0 0o .. O

Acest sistem este (evident) incompatibil daca exista bj # 0,cuj > k. Dacéd pentru j > k ptF) = 0
atunci sistemul este compatibil, determinat pentru & = n si nedeterminat pentru £ < n. Solutia lui se

® adica sau sunt ambele incompatibile, sau dacd sunt compatibile au aceleasi solutii.



afla prin rezolvarea (in raport cu necunoscutele principale) a ecuatiilor incepand de la ultima si Tnlocuind
necunoscutele deja aflate Tn ecuatiile precedente, conform formulelor:

k n k
bl(c)_ > al(cj)xj

_— j=k+1
R o)
I i . (2.2.9)
bl > a(]-ﬁ)xj - > a(.lk)xl
B S R R I=it1 R
T = - i=k—1,1
o)

0

Remarca 2.2.3 Acest algoritm se poate aplica si la calculul inversei unei matrice, aplicand pasii matricei
formatad din matricea A si matricea unitate 7,, scrisa aldturi, obtinand in final in stanga I,, iar in dreapta
A1 [A|L,] = [1,|A7!], deoarece aflarea coloanei cu nr. k a matricei inverse se reduce la rezolvarea
unui sistem avand ca matrice matricea A iar ca termen liber coloana cu nr. k a matricei unitate de ordin
corespunzator.

Remarca 2.2.4 Acest algoritm permite si determinarea rangului unei matrice A , rangul matricei fiind
egal cu numarul maxim de pasi din alogoritm (matricea B nu se mai ia in calcul in acest caz).

- 13-
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Capitolul 3

Geometrie analitica

3.1 \ectori

3.1.1 Definirea notiunii de vector

Se presupune cunoscutd nofiunea de segment orientat’. Vom nota un segment orientat cu doua litere
mari, cu sageata deasupra, prima litera indicand originea iar cea de a doua extremitatea segmentului ori-
entat (de exemplu jﬁ A fiind originea iar B fiind extremitatea segmentului orientat A—B>). Pe multimea
segmentelor orientate, pe care 0 vom nota cu &, introducem urmatoarea relatie:

—_— — — —
Definitia 3.1.1 Segmentele AB si C'D sunt echipolente (si vom nota acest lucru cu AB ~ CD) daca si
numai daca sunt verificate urmatoarele conditii:

1. au aceeasi lungime (AB = CD);

2. dreptele AB si C'D sunt paralele sau coincid (AB||C D);

3. AB Si CD au acelasi sens (daca AB si C'D sunt paralele atunci AC N BD = (), iar daca dreptele AB
si C'D coincid atunci [AC] N [BD] este sau multimea vid&, sau se reduce la un punct sau este egala cu
[AD)] sau este egald cu [BC))8.

Remarca 3.1.1 Conditiile din definitia 3.1.1 sunt echivalente, in cazul in care punctele A, B, C, D nu sunt
coliniare cu faptul cd ABDC (punctele fiind luate Tn aceasta ordine) este paralelogram, conform figurii de
mai jos:

Y

A ~B
Doua segmente orientate echipolente

Principalele proprietati ale relatiei de echipolenta data de definitia 3.1.1 sunt date de:

Teorema 3.1.1 Relatia de echipolenta este:

.o . —_ — —
1. reflexiva: pentru orice AB € & :AB ~ AB;

. .o . T —_— e d —_—
2. simetrica: daca AB ~ C'D atunci si CD ~ AB;

un segement orientat este un segment AB pe care s-a stabilit un sens de parcurgere de la A la B.
sau, cum se exprima o varianta de manual de geometrie de clasa a IX-a, segmentele AD si BC' au acelasi mijloc.



— — — — — —
3. tranzitiva: daca AB ~ CD si CD ~ EF atunci AB ~ EF.

Demonstratie. Demonstrafia acestor proprietai este imediatd, finand cont de faptul ca relatia de egal-
itate Tntre numere (care apare in conditia 1. din definitia 3.1.1) si relatia de paralelism intre drepte (care
apare Tn conditia 2.) din aceeasi definitie au proprietatile de reflexivitate, simetrie si tranzitivitate. l

Definitia 3.1.2 Pentru un segment orientat AB vom numi clas3 de echipolenta corespunzatoare lui multimea
- - - - —>
tuturor segmentelor orientate echipolente cu el, multime notata cu {AB}.

Remarca 3.1.2 Cu simboluri matematice defintia de mai sus se scrie:
——) def (=2 — —_—
{aB} = {CDGG‘CDNAB}.
Tn legatura cu clasele de echipolentd este adevarata urmatoarea teorema:

Teorema 3.1.2 Orice clasa de echipolenta este nevida si doua clase de echipolenta sunt sau disjuncte sau
coincid.

. . . . (2 . - - . .

Demonstratie. Fie clasa de echipolenta {AB} .Conform cu 1. din teorema 4.2.1 AB ~ AB si deci
- - . o . v (72 (== o ..

AB € {AB} =+ . Fie acum doua clase de echipolenta {AB} si {CD}. Daca ele sunt disjuncte teorema

- - . . f—— - g < - o
este demonstrata. Daca exista un segment orientat EF' € { AB¢: N ¢ CD ¢ sa demonstram ca ele sunt
egale. Fiind vorba de doua multimi, aratam ca fiecare este inclusa In cealalta. Sa consideram un element
e — . e e . _— e . E—— e . v ==
A1B; € {AB} . Atunci, conform definitiei 3.1.2 A1 B; ~ AB. Dardin EF' € {AB} rezulta ca EF ~

AB. Aplicand proprietatile de simetrie si tranzitivitate ale relatiei de echipolenta rezulta ca A; B, ~ EF.
. e —_— . —2 g . Ee—— —_— . — g - e . ..
Din EF € {CD} rezultd EF ~ CD. Din A,B;, ~ EF si EF ~ CD rezultd (tranzitivitatea relatiei

. o . = v .o . e ey T g N et
de echipolenta) ca A1 B; ~ CD, adica conform aceleeasi definitii 3.1.2, A1B; € {CD}, deci {AB} -

v A . . o .. . - v
{CD}. Reluénd rationamentul de mai sus de la coada la cap, va rezulta si incluziunea {AB} D) {CD} ,

cctd M
Pe baza teoremei de mai sus suntem in masura sa da urmatoarea definitie:

Definitia 3.1.3 Se numeste vector o clasa de echipolentd de segmente orientate. Pentru un vector dat un
segment orientat din clasa respectiva de echipolenta se numeste reprezentant al sau.

Definitia 3.1.4  Se numeste lungimea unui vector lungimea oricarui reprezentant al sau.

Remarca 3.1.3 Vom nota vectorii cu litere mici din alfabetul latin cu bard deasupra (@, b, 7, ..), si daca
- - . o . .
AB € @ spunem ca AB este un reprezentant al vectorului @. Daca nu este pericol de confuzie vom spune

—_— — . ) )
vectorul AB, in loc de AB este un reprezentant al vectorului @. Vom nota cu U3 mulfimea tuturor vectorilor
din spatiu. Pentru vectorul @ vom nota cu « sau cu |a| lungimea sa.

Remarca 3.1.4 Notiunea de vector definitd mai sus este ceea ce in fizica si mecanica se numeste vec-
tor liber, caracterizat prin marime (lungimea vectorului respectiv), directie (toate dreptele paralele cu un
reprezentant al sau) si sens. Daca conditia 2. din definitia 3.1.1 se Tnlocuieste cu "dreptele AB si C'D co-
incid” se obtine notiunea de vector alunecator iar notiunea de segment orientat coincide cu cea de vector
legat.

- 15-



Remarca 3.1.5 Se poate demonstra ca fiind dat un punct O din spatiu si un vector @ exista un singur punct
—
A astfel incat OA € a.

Remarca 3.1.6 Tn multimea vectorilor un rol important (ca “etaloane” pentru masurarea lungimilor) 1l
joaca versorii, definiti ca vectori de lungime 1.

3.1.2 Operatii cu vectori

Suma a doi vectori si inmultirea unui vector cu un scalar
Fiind dati doi vectori, suma lor se defineste ajutorul reprezentantilor astfel:

Definitia 3.1.5 Daca @ si b sunt doi vectori avand reprezentantii OA respectiv ADB atunci suma @ +bare

reprezentantul OB, conform figurii de mai jos:.
B

o A

Tn legaturd cu definifia de mai sus se pune intrebarea daci nu cumva suma a doi vectori nu depinde
de reprezentantii alesi (adica, conform remarcii 3.1.5 de punctul O). Réspunsul la aceasta intrebare este
negativ, dupa cum rezulta din urmatoarea teorema:

Teorema 3.1.3 Suma a doi vectori @ si b nu depinde de reprezentanti.

Demonstratie®. Fie un alt punct O’. Conform remarcii 3.1.5 exista un singur punct A’ astfel incét
- . . A A r— - - T - -
O'A’ € a, si un singur punct B’ astfel incat A’B’ € b. Atunci, conform definitiei 3.1.5 O'B’ € @ + b.

e .
Enuntul teoremei spune ca trebuie sa avem O'B’ ~ OB. Facand constructia punctelor O’, A’, B’ obtinem

figura:
E

.

=t -~ . = O% ., - . A . o g v
Din OA ~ O'A" si OB ~ O'B’ va rezulta ca triunghiul O’ A’ B’ din aceasta figura este congruent cu

. . . . e -
triunghiul O AB din figura 1., de unde varezultaca O'B’ ~ OB. R

® doar ideea demonstratiei, demonstratia (geometrica) riguroasa fiind lsata pe seama cititorului.



Remarca 3.1.7 Daca punctele O, A, B nu sunt coliniare (adicd vom spune ca vectorii @ si b nu sunt col-
iniari) atunci adunarea vectorilor se poate defini si cu ”regula paralelogramului” conform figurii de mai jos:
B C

0
unde vectorul suma este diagonala paralelogramului avand ca laturi vectorii dati.

Principalele proprietati ale sumei sunt date de urmatoarea teorema:

Teorema 3.1.4 (U3, +) (multimea vectorilor inzestrata cu operatia de adunare) formeaza un grup abelian.

Demonstratie:
1.Asociativitatea: rezulta urmarind cu atentie urmatoarea figura si scriind urmatoarele egalitafi:

((71+E)+B—(5:(ﬁ§+13—(5:0—(5:07i+14_(5:0_fi+(1@+3—(5)

C

2.Comutativitatea: Daca vectorii nu sunt coliniari rezulta din regula paralelogramului (vezi figura de la
remarca 3.1.7), iar In caz de coliniaritate lasam demonstratia pe seama cititorului.

3.Existenta elementului neutru: definim vectorul nul 0 = {ﬂ}.Tn acest caz (vezi de exemplu pe figura
de mai sus:

asx
Q|

4.Existenta elementului simetric: dac
3.1.5 avem egalitatile:

= {71} atunci definim —a < {A_O>} Conform definitiei

ceea ce trebuia demonstrat. l
O alta operatie (care se numeste lege de compozitie externd) este Tnmultirea unui vector cu un scalar.
Pentru a defini aceasta operatie precizam ca prin scalar vom intelege un numar real, si pentru a evita orice



confuzie vom nota n cele ce urmeaza scalarii cu litere din alfabetul grecesc: o, 3,7, ... € R.

Definitia 3.1.6 Daca « € R si v € U3 atunci vom numi produsul dintre scalarul « si vectorul T vectorul
— —_—

notat cu ow definit astfel: daca OA € v atunci OA; € «w verifica conditiile:

1. OA; = |a| OA;

2. dacd o > 0 atunci O este n exteriorul segmentului [AA;], iar dacd oo < 0 atunci O este intre A si A;.

Remarca 3.1.8 Daca avem dati doi vectori v si w atunci faptul ca existd o € R astfel incat w = av este
echivalent cu afirmatia "o si w sunt doi vectori coliniari (paraleli)” (vezi si remarca 3.1.7).

Remarca 3.1.9 o = 0 daca si numai dacd o = 0 sau v = 0.

Urmatoarea teorema arata legatura care exista intre inmultirea unui vector cu un scalar si operatiile de
adunare a vectorilor, respectiv de adunare si inmultire a scalarilor:

Teorema 3.1.5 Pentru orice vectori 7,71,72 € Y3 si pentru orice scalari o, a1, s € R sunt adevarate
egalitatile:

(01 + )T = (1) + () (3.1.1)
o (Ty +T2) = oy + o (31.2)
(@10) T = a1 (a2D) (3.1.3)
15=71 (3.1.4)

Demonstratie. Demonstratiile egalitatilor (3.1.1), (3.1.3), (3.1.4) se reduc la distributivitatea iTnmultirii
fata de adunare In R, iar demonstratia egalitatii (3.1.2) rezulta din asemanarea triunghiurilor OAB si
O A B, din figura de mai jos:

(OB; = a OB si deci aTy + aTs = & (T1 +72)). W

Remarca 3.1.10 Teoremele 3.1.4 si 3.1.5 se puteau enunta intr-o singura teorema, folosind notiunea de
spatiu vectorial (vezi manualul [2]) astfel: ”Multimea vectorilor din spatiu impreuna cu operatia de adunare
si cea de Tnmultire cu un scalar formeaza un spatiu vectorial real”.

Cu ajutorul operatiei de inmultire cu un scalar putem defini acum notiunea de versor al unui vector:

Definitia 3.1.7 Se numeste versor al unui vector 7 vectorul obtinut prin inmultirea vectorului @ cu inversul
lungimii sale (adica vectorul -, care este un versor conform remarcii 3.1.6).

O problema care apare frecvent in aplicatiile vectorilor este ,,descompunerea unui vectori dupa directiile
a doi (sau trei) vectori“. Posibilitatea unei astfel de descompuneri este data de urmatoarele doua teoreme.
Pentru aceasta e necesar sa precizam notiunea de vectori coplanari:
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Definitia 3.1.8  Trei vectori 71, vs, T3 Se numesc vectori coplanari daca reprezentantii lor care au originea
~ . . .o . v T~ _ = _ = _ .
in acelasi punct!® sunt coplanari (adic& pentru orice punct O dacd OA; € Ty, OA; € Ty, OA3 € T3 atunci
punctele O, Ay, Ay, As. sunt coplanare).

Teorema 3.1.6 Daca vectorii 7,71, T2 sunt coplanari si vectorii 7; Si U2 nu sunt coliniari (vezi remarca
3.1.8) atunci exista Tn mod unic doi scalari A1, Ay astfel incat:

T = MU + AoUs. (315)

Demonstratie. Fie un punct O fixat si reprezentantii (vezi figura de mai jos): OC ¢ 7, (ﬂl € vy,

—
OB, € 1. Prin C ducem paralela CB la O A; care intersecteaza (deoarece vy Si To nu sunt coliniari) pe
OB; In Bsi paralela C A la OBy care intersecteaza pe OA; n A.
B C

A
Conform regulii paralelogramului de adunare a doi vectori, OC' = OA + OB. Dar, conform definitiei
— —_— — —

3.1.6, exista scalarii A1, A2 astfel incat OA = \{O A1, OB = A0 As. Din ultimele trei egalitati rezulta ca
— — —

OC = M\ OA; + 20 A,, adica tocmai egalitatea (3.1.5) scrisa cu ajutorul reprezentantilor. S& demonstram
acum unicitatea formulei (3.1.5). Presupunem ca exista si scalarii A7, A5 (cu A} # A1 sau A # \o) astfel
incat 7 = A\T1 + AyTo. Scdzand aceastd egalitate din (3.1.5) rezultd (A; — X)) 71 + (A2 — X5) T2 = 0.
Daca )| # )1 impartind ultima egalitate cu A\; — A} rezultd v; = f\\f%i\\%@g, deci, conform remarcii 3.1.8
vectorii Ty $i U2 sunt coliniari, contradictie. B

Teorema 3.1.7 (descompunerea unui vector dupa trei directii date) Daca vectorii 71, 72, U3 nu sunt copla-
nari atunci pentru orice vector 7 € s exista unic constantele A\, A2, A3 astfel Incat:

T = \MU1 + A\9Ta + A3T3.

Demonstratie. Este analoaga cu demonstratia teoremei precedente (ca idee), dupa cum se constata
- . . .. A~ . .. . - _ .

urmarind figura de mai jos, Tn care s-a construit un paralelipiped cu diagonala OB € w, cu laturile paralele
— — —

cuOA; € 11,045 € T3,0A3 € U3.

conform remarcii 3.1.5 acesti reprezentanti exista.
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Scrierea egalitatilor corespunzatoare acestei figuri se lasa pe seama cititorului. l

Produse de doi vectori
Fie doi vectori 77, Us.

Definitia 3.1.9  Se numeste produsul scalar al vectorilor 7; si 73 numarul (scalarul) notat cu 7, - T, definit
prin:

—~

U1 - Vo = V102 COS N 2)6)
unde « este unghiul (mai mic decét ) dintre cei doi vectori (vezi si figura de mai jos, unde OA € 71,08 €
g, OB' 1 OA).

B

Remarca 3.1.11 Produsul scalar a doi vectori este egal cu produsul dintre lungimea unuia din vectori,
lungimea proiectiei celui de al doilea vector pe primul, si +1 dacad unghiul dintre cei doi vectori este mai
mic decét % respectiv —1 daca unghiul dintre cei doi vectori este obtuz. (pe figura de mai sus produsul
scalar dintre 77 Si U5 este egal cu OA - OB’). Daca nu este pericol de confuzie produsul scalar al vectorilor
71 §l Uy Se noteaza Si v1Us.

Remarca 3.1.12 Din definitia produsului scalar rezulta ca lungimea unui vector (vezi, pentru notatie re-
marca 4.2.2) se poate calcula cu formula: v = /v - © (de aceea Tn cazul Tn care se calculeaza produsul
scalar al unui vector cu el Tnsusi se poate renunta la bara de deasupra vectorului, adica v - 7 = vv).

Remarca 3.1.13 Produsul scalar a doi vectori este nul daca si numai daca unul din vectori este vectorul nul
sau vectorii sunt perpendiculari, dupa cum rezulta din formula de definitie 3.1.6. Cu formule matematice
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aceasta se poate scrie:
vy = 0 sau
01U =0 <= < vg =0sau (3.2.7)
71 L Ta(cosa = 0)

INTERPRETARE MECANICA: Produsul scalar dintre vectorii 7, i 71 este egal cu lucrul mecanic produs
de o forta egala cu v, la deplasarea 7.
Principalele proprietati ale produsului scalar sunt date de urmatoarea teorema:

Teorema 3.1.8 Oricare sunt vectorii 71, U2 Si T3 $i oricare ar fi scalarul A € R sunt adevarate egal-
itatile:

71 - Ty = Tg - U1 (COmutativitate) (3.1.8)
71 - (Ug +T3) = U1 - U2 + U1 - T3 (distributivitate fata de adunarea vectorilor) (3.1.9)
()\@1) sV =7 - ()\52) = A (51 . 52) . (3110)

Demonstratie. Egalitatea 3.1.8, respectiv 3.1.10 rezulta imediat din formula 3.1.6 care defineste pro-
dusul scalar, tindnd cont de comutativitatea, respectiv asociativitatea inmultirii numerelor reale. Egalitatea
3.1.9 se demonstreaza pe baza remarcii 3.1.11 si a faptului ca ,,proiectia sumei este egala cu suma proiecti-
ilor“!l. m

Fie acum vectorii 71 Si T2, cu unghiul dintre ei (mai mic decat =) notat cu c.

Definitia 3.1.10 Se numeste produsul vectorial al vectorilor 7 si 7o vectorul notat 7; x v, definit astfel:

1. lungimea produsului vectorial se calculeaza conform formulei:
|T1 X Ta| = vivgsinq; (3.1.11)
2. Ty X U9 este perpendicular atat pe v cat si pe To;
3. sensul lui 7; x U9 este dat de regula burghiului drept: sensul in care inainteaza un burghiu cand rotim
U1 Spre Ty sub un unghi minim (mai mic decat ).

Remarca 3.1.14 Produsul vectorial a doi vectori este un vector, a carui lungime se calculeaza cu for-
mula 3.1.11, directia si sensul sau fiind precizate de celelalte doua conditii din definitia de mai sus. Formula
3.1.11 defineste lungimea vectorului produs vectorial ca fiind egala cu aria paralelogramului construit pe
cei doi factori, dupa cum se observa si in figura de mai jos, in care O—C> € U1 X Vs, O_/l € 1, O_B) € T,
AD || OB, BD || OA, iar aria paralelogramului OAD B este egala cu OA - OB - sin o

Cy

VXV,

exprimare nu prea riguroasa.
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Remarca 3.1.15 Produsul vectorial a doi vectori este vectorul nul daca si numai daca unul din vectori
este vectorul nul sau vectorii sunt coliniari (paraleli), dupa cum rezulta din formula 3.1.11. Cu formule
matematice aceasta se poate scrie:
vy = 0sau
U1 XUy =0 <= { v =0sau (3.1.12)
U1 || T2(sina = 0)

INTERPRETARE MECANICA: Produsul vectorial dintre vectorii 7, si 71 este egal cu momentul fortei 7,
avand bratul fortei 71, momentul avand originea n originea bratului fortei, (vezi figura precedenta, forta
fiind AD iar bratul fortei OA.

Principalele proprietati ale produsului vectorial sunt date de urmatoarea teorema:

Teorema 3.1.9 Oricare sunt vectorii 71, T2 Si T3si oricare ar fi scalarul @ € R sunt adevarate egal-
itatile:

T1 X Ty = —Tg X 7 (anticomutativitate) (3.1.13)
71 X (Tg +U3) = U1 X U2 + U1 x U3 (distributivitate fata de adunarea vectorilor) (3.1.14)
(0451) X Vg =71 X (0162) =« (51 X 62) . (3.1.15)

Demonstratie. Formulele (3.1.13) si (3.1.15) sunt evidente pe baza definitiei produsului vectorial, iar
demonstratia formulei (3.1.14) este o demonstratie geometrica destul de laborioasa pe care nu o reproducem
aci (pentru cei intertesati ea se poate gasi in [4]). H

Produse de trei vectori
Fie acum trei vectori o1, U2, U3.

Definitia 3.1.11  Se numegte produsul mixt al vectorilor vy, 75, T3 scalarul notat cu (71,72, 73) definit de
formula:
(V1,02,73) = V1 - (V2 X U3). (3.1.16)

INTERPRETARE GEOMETRICA: Produsul mixt a trei vectori este egal cu f=volumului paralelipipedului
construit pe cei trei vectori, dupa cum se constata pe figura ?? de mai jos (in care oV = g X T3, Nalfimea
paralelipipedului O A;C A3 A1 EBD fiind egala cu O A, care este proiectia pe OV a vectorului v1, Si deci
produsul scalar 77 - OV este chiar volumul paralelipipedului, abstractie facand de semn):
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Interpretare geometrica a produsului mixt.

Remarca 3.1.16 Daca vectorii 71, 79,73 sunt nenuli, atunci produsul lor mixt este egal cu 0 daca sau
produsul vectorial 75 x 3 este nul (adica, conform remarcii 3.1.12 w5 Si w3 sunt coliniari) sau vectorul 7, este
perpendicular pe v, x T3, adicd 7, este coplanar cu v, si v3. In ambele cazuri constatim ca (7, s, T3) = 0
este echivalent cu faptul ca cei trei vectori sunt coplanari.

Principalele proprietati ale produsului mixt sunt date de urmatoarea teorema:

Teorema 3.1.10 Produsul mixt este invariant la o permutare circulari!? a factorilor, iar daca se schimba
ordinea a doi factori se schimba semnul produsului.

Demonstratie. Din interpretarea geometrica a produsului mixt rezultd ca produsul mixt a trei vectori
poate lua doar doua valori. Care sunt permutarile vectorilor pentru care produsul mixt ia fiecare din cele
doua valori va rezulta mai simplu din paragraful urmator, pe baza formulei (3.2.7) din teorema 3.2.4. &

Pentru aceiasi trei vectori ca mai sus putem defini inca un produs:

Definitia 3.1.12  Se numeste dublul produs vectorial al vectorilor T, v2, U3 vectorul vy x (U2 X Us) .

Tn legatura cu acest produs mentiondam urmatoarea teorema:

Teorema 3.1.11 Oricare sunt vectorii 71,79, T3 este adevarata urmatoarea formula (cunoscuta sub nu-
mele de formula lui Gibs):
U1 X (52 X 53) = (5163)52 — (5152)53. (3.1.17)

Demonstratie. Sa observam ca v; x (T2 x T3) este un vector perpendicular pe T, x T3 $i deoarece vs
si w3 sunt la rdndul lor perpendiculari pe Ty x w3 (vezi definitia produsului vectorial) rezulta ca vectorii

prin permutare circulara a trei numere a, b, c se infelege o permutare n care fiecare element este Tnlocuit cu urmatorul, iar ultimul

)

cu primul, conform schemei:
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71 X (T X T3) , U2 $i U3 sunt coplanari, ceea ce implica (vezi teorema 3.1.6) existenta scalarilor \ si p astfel
Tncat:

V1 X (62 X 63) = \Ug + uvs. (3.1.18)
Sa inmultim acum scalar aceasta egalitate cu vectorul T, . Pe baza proprietatilor produsului scalar va rezulta:
0 = A (U172) + 1 (0173) . Din aceasta egalitate rezulta —@1—’%2) = (51—)\53) Noténd valoarea comund a acestor

rapoarte cu « si inlocuind pe A si x4 n (3.1.18) rezulta:
V1 X (52 X 53) =K ((5153)52 — (Wlﬁg)ﬁg) .
Lasam pe seama cititorului sa demonstreze egalitatea < = 1.

3.2 Baza, coordonate, exprimarea operatiilor cu vectori folosind
coordonatele

3.2.1 Bazasi coordonate

Tn acest paragraf vom generaliza notiunea de vectori coliniari si vectori coplanari, pornind de la remarca
3.1.8 si teorema 3.1.6:

Definitia 3.2.1 Vectorii 71,72, ..., T, Se numesc liniar dependenti daca exista n scalari A1, Az, ..., An, NU
n
toti nuli (adica > A2 # 0) astfel incat:
k=1

3

AU = 6, (3.2.1)

k=1
si liniar independenti Tn caz contrar.

Remarca 3.2.1 Doi vectori coliniari sunt liniari dependenti, caci conform remarcii mai sus amintite daca
71, U2 sunt coliniari atunci exista un scalar « astfel incat 7; = o sau T2 = oy deci este verificata (3.2.1)

CUX = 1, = —asau A\; = —a, Ao = 1. Invers, daca doi vectori sunt liniar dependenti atunci ei
sunt coliniari, deoarece din \;71 + A2y = 0 daca Ay # 0 rezultd v; = —d275, jar daci s # 0 rezulta
Al ’

Ty = le. Analog se arata (folosind teorema 3.1.6) ca trei vectori coplanari sunt liniari dependenti si
reciproc, trei vectori liniar dependenti sunt coplanari.

Remarca 3.2.2 Suma din mebrul stang al egalitatii (3.2.1) se numeste combinatie liniara a vectorilor
71,2, ..., Un, iar liniar independenta lor este echivalenta cu afirmatia: ”daca o combinatie liniara a vectorilor
este egala cu vectorul nul, atunci toti scalarii din combinatia liniara sunt nuli”.

Remarca 3.2.3 Daca unul din vectorii 1,79, ..., U, este vectorul nul atunci ei sunt liniar independenti,
deoarece putem lua scalarul corespunzator vectorului nul egal cu 1 iar ceilalti scalari egali cu 0 si egalitatea
(3.2.1) este adevarata.

Folosind notiunea de liniar dependenta teorema 3.1.7 se reenunta astfel:

Teorema 3.2.1 Orice patru vectori din U3 sunt liniar dependenti.

Demonstratie. Fie vectorii 71, 72,73, 4. Daca vy, U2, U3 sunt coplanari atunci, conform remarcii 3.2.1
ei sunt liniari dependenti, de unde rezulta ca (vezi remarca precedentd) vy, T2, Us, U4 sunt liniari dependenti.
Daca 1,72, U3 nu sunt coplanari, atunci conform teoremei 3.1.7, exista scalarii A1, A2, A3 astfel incat:

24 Ty = MU1 + AoUs + A3Us, (322)



de unde rezulta \171 + \oTo + A3v3 — 1-T4 = 0, deci 1, To, U3, U4 SUnt liniari dependenti (A\y = —1 # 0). &
Folosind notiunile de liniar dependenta si liniar dependenta suntem Tn masura sa definim notiunea de
baza:

Definitia 3.2.2 O multime de vectori {71, 72, ..., 7, } C V3 se numeste baza daca verifica urmatoarele
conditii:

1. Vectorii 71, 7o, ..., U, Sunt liniar independenti.
2. Oricare ar fi vectorul © € U3 vectorii 7,71, U2, ..., Uy, SUNt liniar dependenti.

Bineinteles ca se pune probleme daca in U3 exista o baza si daca existe mai multe baze, prin ce se
aseamana ele. Raspunsul la aceste probleme este dat de urmdtoarea teorema:

Teorema 3.2.2 Orice multime formata din trei vectori necoplanari formeaza o baza in Us.

Demonstratie. Fie 71,79, T3 trei vectori necoplanari. Repetand rationamentul de la demonstratia teore-
mei precedente rezulta ca pentru orice vector v4exista scalarii A1, A, A3 astfel Incat egalitatea (3.2.2) sa fie
adevaratd, deci 71,09, U3, 74 sunt liniari dependenti. l

Remarca 3.2.4 Teorema precedenta precizeaza ca exista baze in U3 si ca orice baza are exact trei ele-
mente.

Tn legatura cu formula (3.2.2), este adevarati urmatoarea teorema:

Teorema 3.2.3 Daca {v1,72,73} este 0 bazd in U3 atunci pentru orice 74 € U3 scalarii care apar in
(3.2.2) sunt unici.

Demonstratie. Presupunem ca exista scalarii X}, \j, \5 astfel incat v, = \jv1 + \yva + \5v3. Scazand
din aceastd egalitate egalitatea 3.2.2 rezultd (A} — A1) U1 + (A — X2) T2 + (A3 — A3) U3 = 0. Din liniar
independenta vectorilor Ty, vy, D3 rezultd (vezi remarca 3.2.2) ca \] — A\ = 0, A5 — A2 = 0, )5 — A3 = 0,
deci )\/1 = )\1,/\/2 = Ao, )\é =X3. N

Teorema precedenta ne permite sa dam urmatoarea definitie:

Definitia 3.2.3 Daca B = {v1,72, 73} este 0 baza In multimea U3 atunci pentru un vector v, scalarii
A1, A2, Ag din formula (3.2.2) se numesc coordonatele vectorului T4 Tn baza .

Dacd asupra vectorilor care formeaza baza punem conditii suplimentare, obtinem baze cu diferite denu-
miri, conform definitiei de mai jos:

Definitia 3.2.4 O baza B = {71,732, T3} se numeste:

1. ortogonala daca fiecare dintre vectorii 71, v2, 3 este perpendicular pe ceilalti;
2. ortonormata daca este ortogonala si vectorii care o formeaza sunt versori;
3. ortonormata direct orientatd daca este ortonormata si s = vy X Us.

Vectorii care formeaza o bazi ortonormata direct orientat i vom nota cu 7, 7, k, ca si in figura de mai
jos:

k

si Tn acest caz vom nota coordonatele unui vector @ cu literele z, v, z (adicd T = x7 + yj + 2k ). .



Exprimarea operatiilor cu vectori folosind coordonatele

Deoarece legatura dintre operatiile cu vectori si operatiile cu coordonatele lor intr-o baza arbitrara nu
este chiar atat de simpla n cazul produselor, vom utiliza in cele ce urmeaza doar baze ortonormate direct
orientate. Tn acest caz este adevaratd urmatoarea teorema:

Teorema 3.2.4 Daca {Z, E,E} este 0 baza ortonormata direct orientata si vectorii 7;,1 = 1, 3 au coordo-
natele (z;,y;, ;) atunci sunt adevarate urmatoarele egalitati:

U1+ T2 = (z1+22) i+ (Y1 +y2) J + (21 + 22) ks (3.2.3)

avy = (ax1)i+ (ay1)j + (azl)E§ (3.24)

U1 -V = T1T2 + Y1Y2 + 2122; (325)

U1 X Ty = (Y122 — y221) i + (2102 — 2221) J + (21y2 — Tayn) K (3.2.6)
1 Y1 2

(01,02,73) = | w2 Y2 22 |. (3.2.7)
T3 Y3 23

Demonstratie. Demonstratia egalitatilor (3.2.3) si (3.2.4) rezulta din proprietatile operatiilor de adunare
a doi vectori (vezi teorema 3.1.4) si inmultirea unui vector cu un scalar (vezi teorema 3.1.5), precum si din
unicitatea coordonatelor unui vector intr-o baza data. Astfel (3.2.3) rezulta din urmatorul sir de egalitati:
U1+ T2 = (18 4+ y1] + 21k) + (@20 + y2i + 22k) =
= a:ﬁ + 3325 + yJ + y23 + 2,’1% + ZQE =
= (z1+x2)i+ (Y1 +y2)J + (21 + 22) k.
Egalitatea (3.2.5). rezulta din proprietaile (3.1.8), (3.1.9), (3.1.10) ale produsului scalar, precum si din
egalitatile7 -1 =7-j=k-k=1,1-j=i-k= ] k = 0, (baza fiind ortonormata):
Ty Ty = (w10 +y1J + 21k) (z2i + 2] + 22k) =
=z (07) + 2102 (1-7) + 7120 (0 k) + iz (5-71) + 012 (G- 7) + 12 (G- k) +
+z1xg (k7)) + 2152 (k- ) + 2122 (k- k) = 2122 4+ y1y2 + 2122,
Egalitatea (3.2.6). rezulta rezulta din proprietatile (3.1.11), (3.1.14), (3.1.15) ale produsului vectorial, pre-
cumsidinegalitatile i x i = jx j =k xk=0,ixj =k,i-k = —j, j x k = i (baza fiind ortonormata):
U1 X Tp = (211 + 417 + 21k) X (220 + yoj + 20k) =
= T1T2 (z X z) + T1Y2 (Z X j) + T122 (Z X k:) + Y122 (] X z) + “Y1Y2 (j X j) + Y122 (j X k)
+z1@a (b x0) + 2192 (k x J) + 2122 (k x k) = (y122 — y221) i + (2102 — 22@1) J + (w12 — @2y1) k-
Ultima egalitate din teorema rezulta din aplicarea precedentelor doua si din dezvoltarea determinatului din
membrul drept dupa prima linie. &

Remarca 3.2.5 Formula 4. se poate retine mai ugor astfel:

i ]k
V1 XUy = |21 Y1 21 |, (328)
L2 Y2 22
caci membrul drept al formulei este (formal) tocmai determinantul de mai sus dezvoltat dupa prima linie.

Remarca 3.2.6 Formula lui Gibs (3.1.17) rezulta si prin calcul, aplicand pentru membrul stang de doua
ori formula pentru produsul vectorial, iar pentru membrul drept formulele 3. si 2. din teorema precedenta.

Din teorema precedenta rezulta urmatoarele consecinte:

Cé)érolarul321 Dacid v = zi + yj + zk atunci x LyYy=7-7,2=70-k.



Demonstratie. Aplicand formula (3.) rezulta:
Vi=(wityj+zk)-i=(vityj+2k)(1-i4+0-7+0-k)=z-1=z.H

Corolarul 3.2.2 Dacd v = zi + yj + zk atunci lungimea sa este:

v=[1] = Vaz+y?+ 22 (3.2.9)

Demonstratie. Din definitia produsului scalar rezulta v = /v - @, si aplicAnd formula 3. din teorema
precedenta rezulta egalitatea (3.2.9).

Corolarul 3.2.3 Dacédw;,! = 1,2 au coordonatele x;, y;, z; si « este unghiul dintre ei atunci:
T1T2 + Y1Y2 + 2122

Vit +yi+ 23 /a3+ 3+ 23

(3.2.10)

Cosx =

Demonstratie. Din definfia produsului scalar rezulta ca cosa = f}ljj ,5i se aplica formula 3. din
teorema precedenta precum si corolarul precedent.
O consecinta a corolarului precedent este:

Corolarul 3.2.4 Oricare ar fi numerele x1, y1, 21, x2, Y2, 22 €Ste adevarata urmatoarea inegalitate:
(@179 + 4192 + 2122)° < (27 + 7 +27) (25 + 95 + 23) , (3.2.11)
inegalitatate care este un caz particular al inegalitatii Cauchy-Buniakovski-Schwarz.

Demonstratie. Se consicjeré vectorii ;,1 = 1,2 care au coordonatele x;,;, z; $i notand cu o unghiul
dintre ei rezultd cos? o < 1. Tn aceastd inegalitate se inlocuieste cos o conform formulei (3.2.10), si aducand
la acelasi numitor rezulta (3.2.11).

Remarca 3.2.7 Din (3.2.10) rezulta ca vectorii 71, 75 sunt perpendiculari daca si numai daca:
T1x2 + Yy1y2 + 2122 = 0. (3.2.12)

Corolarul 3.2.5 Oricare ar fi numerele x1, 41, 21, 22, y2, 22 €ste adevarata urmatoarea identitate (identi-
tatea lui Lagrange):

(122 + Y12 + 2122)° + (122 — y221)° + (2172 — 2221)° + (2192 — T2p)? =

= (e + 97 +27) (23 + 93 + 23)

Demonstratie. Rationand ca si la corolarul 4.2.8 rezultd pentru unghiul o egalitatea cos? o + sin® a =

1,si Tnlocuind aci cos a conform (3.2.10) si sin« cu [F2 x| pe baza formulelor 3. si 4. din teorema

Vv !
precedenta rezulta identitatea de mai sus. Bl ”7



Exemplul 3.2.1 Se dau vectorii o7 =7+ j — k §i 73 = 2i — j + k. S& se determine un versor v ortogonal
pe 77 Si Tz. ldeea: v/ = vy X v, v = |V'].

i 7k
o= 1 -1 | =
2 -1 1
= 0i—37—3k
0i — 37 — 3k itk

o V02 + (=3) + (-3)? V2

3.3 Geometria analitica liniara in spatiu

Pentru Tnceput sa definim cateva notiuni de baza in geometria analitica.

Definitia 3.3.1  Se numeste reper in spatiu o multime formata dintr-un punct O (numit originea reperului)
si 0 baza din 2U3. Daca baza este ortonormata reperul se va numi ortonormat.

Remarca 3.3.1 1n cele ce urmeazi vom considera numai repere in care baza este ortonormata si direct
orientata. Un astfel de reper, conform notatiilor din sectiunea 4.5.3 se va nota cu {O, 1,7, k}

Definitia 3.3.2 Se numeste vector de pozitie al unui punct A din spatiu intr-un reper vectorul care are ca
—_—

reprezentant segmentul orientat OM. Se numesc coordonatele unui punct A/ intr-un reper coordonatele

vectorului de pozitie al punctului M n baza din reper.

Remarca 3.3.2 Daca avem dat reperul {O,%,7,k} atunci coordonatele punctului M se noteaza (z,y, z)

si sunt definite de egalitatea: OM = 27+ yj -+ zk. Vom scrie Tn continuare M (z,y, z) si vom citi ”punctul
M de coordonate (z, z,%)”. Dreptele orientate determinate de O si versorii 4, j respectiv & se vor nota cu
Oz, Oy respectiv Oz si se vor numi axele de coordonate, iar uneori vom folosi denumirea "reperul Ozxyz”
n loc de reperul {O, i, E,E} , denumire justificatd” si de desenul de mai jos:

3.3.1 Planul in spatiu

Tn aceasta sectiune vom studia planul din punct de vedere al geometriei analitice, adicd vom raspunde
la Tntrebarile: Daca un punct M (zx,y, z) este ntr-un anumit plan, ce relatii exista intre coordonatele sale?
Cum se reflecta asupra coordonatelor punctelor din plan proprietati geometrice ale planului respectiv?.
Pentru Tnceput vom raspunde la prima intrebare:
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Diferite determinari ale planului

\om studia ce conditii verifica coordonatele unui punct situat intr-un plan care este definit prin anumite
conditii geometrice:

Plan determinat de un punct si un vector perpendicular pe plan

Fie punctul My si vectorul N (N # 0). Din geometria de liceu se stie ca exista un singur plan, pe care
1l vom nota cu IT care trece prin punctul M si este perpendicular pe vectorul N. Fie acum un punct M
arbitrar din planul II. Este adevarata urmatoarea teorema:

Teorema 3.3.1 M € II daca si numai daca este adevarata urmatoarea egalitate:
MMy - N =0. (3.3.1)

Demonstratie. Conform figurii de mai jos (in care My € II, N L ILsunt date, iar M este un punct
arbitrar din planul II):

Zl

punctul M apartine planului II dacd si numai daca vectorii N si W sunt perpendiculari'®, ceea ce,
conform remarcii 3.1.13 este echivalent cu egalitatea (3.3.1). B

Sa transcriem acum egalitatea (3.3.1) folosind coordonatele. Pentru aceasta sa notam coordonatele
punctului My cu (zo, o, 20), coordonatele punctului M cu (z,v,z) si coordonatele vectorului N cu

(A, B, C) . Atunci, pe baza teoremei 3.2.4 si a definitiei coordonatelor unui punct (definitia 3.3.2) W =
(x—20)i+ (y—w0)J + (2 — 20) k §i deci MoM - N = (x —z0) A+ (y—yo) B+ (2 — 20) C, care
nlocuita Tn membrul stang al egalitatii (3.3.1) ne conduce la ecuatia:

Az —z0) + By —y)+C(z—2)=0 (33.2)
Daca in ecuatia de mai sus notam Az + By + Czp = — D rezulta ca punctul M (x,y, z) apartine planului
IT daca si numai daca coordonatele sale verifica ecuatia:

Az +By+Cz+ D =0. (EGP)

Ecuatia (EGP) se numeste ecuatia generald a planului Tn spatiu (cu conditia A? 4 B% 1+ C? # 0, pentru ca
N #0).

Exemplul 3.3.1 Ne propunem sa aflam ecuatia planului 2Oy. Acest plan este determinat de punctul
0 (0,0,0) si are ca vector normal versorul k, deci A = 0, B = 0,C = 1. Inlocuind in formula (3.3.2)
obtinem ecuatia planului zOy :

z=0. (3.3.3)

conform geometriei din liceu, o dreapta este peroendiculara pe un plan daca si numai daca este perpendiculara pe orice dreapta din

plan.
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Plan determinat de un punct si doi vectori necoliniari paraleli cu planul

Fie un punct My (o, yo, 20) §i Vectorii oy = ayi + b1j + c1k, 2 = azi + baj + c2k necoliniari (adic,
conform remarcii 3.1.15 #; x 9, # 0). Ne propunem sa aflam ce ecuatie (sau ecuatii) verifica coordonatele
unui punct M (z,y, z) care apartine unui plan II care confine punctul M, si este paralel cu vectorii v $i vs.
Figura de mai jos ilustreaza ideea demonstratiei teoremei 3.3.2:

Z|

Analogul teoremei 3.3.1 este:

Teorema 3.3.2 Punctul M apartine planului IT daca si numai daca este verificata ecuatia:

——

(MM0,61,172> -0 (3.3.4)
————
MM[)-(51><EQ) =0 (335)

Demonstratie. Punctul M apartine planului IT daca si numai daca vectorii M My, v1, v2 sunt coplanari,
ceea ce este echivalent cu egalitatea (3.3.4), conform remarcii 3.1.16.
Folosind coordonatele egalitatea (3.3.4) se scrie, conform operatiilor cu vectori (vezi formula (3.2.7)):

L—To Y—Yo 22— %0
al b1 C1 =0.1 (336)
az b2 2
Plan determnat de trei puncte necoliniare
Fie punctele M; (z;,y:, 2;), 4 = 1,3 necoliniare (adica vectorii M; Mo si M; M3 sunt necoliniari, sau
folosind operatii cu vectori, conform remarcii 3.1.12, My My x M1 Msz # 0). Ecuatia planului determinat
de cele trei puncte este data de:

Teorema 3.3.3 Planul II care trece prin punctele M; (x;, yi, z;) , @ = 1, 3 necoliniare are ecuatia:
zr y z 1

1 1 o~ 1
=0. 3.3.7
T2 Yo 22 1 ( )

r3 Y3 23 1

Demonstratie.Varianta 1. (geometricd) Reducem problema la cazul precedent, considerand ca planul

IT este determinat de punctul My si vectorii My Mo si My Ms. Conform formulei (3.3.6) ecuatia planului
este:

rT—T1 Y-y 22—z
T2 —x1 Yy2—y1 22—z | =0,
) ) T3 —T1 Y3 — Y1 23— %21
ecuatie care se poate scrie:
r—xy Yy—y1 z2—=z 0
x1 (7 z1 1
r2—21 Y2—Yy1 22—z 0
r3—x1 Ys—y1 23—z 0
a%%nénd n determinantul de mai sus linia a doua la celelalte linii obfinem ecuatia (3.3.7).

=0



Varianta a 2-a. (algebricd) Ecuatia planului IT (vezi (EGP)) este:
Az +By+Cz+D =0 (3.3.8)
A determina ecuatia planului IT se reduce la a determina coeficientii A, B, C, D din ecuatia de mai sus.
Scriind cd punctele M;, i+ = 1, 3 verifica aceasta ecuatie rezulta:
Ax1+By1 +Cz1+D =0
Axo + By +Cz+ D=0 (339)
Ax3+By3+CZ3+D=O.
Rezolvand acest sistem cu necunoscutele A, B, C (care are determinantul nenul din conditia de necoliniar-
itate a punctelor M, My, M3 ) si inlocuind In (3.6.2) rezultd ecuatia palnului II . Tn loc s& proceddm asa,
consideram sistemul omogen (cu necunoscutele A, B, C, D) format din sistemul (3.3.9) si ecuatia (3.6.2),
sistem care are solutie nenulda. Conditia ca acest sistem sa aiba solutie nenula este ca determinantul sau sa
fie egal cu 0, adica tocmai ecuatia (3.3.7). l

Pozitia relativa a doua plane, unghiul a doua plane
Fie planele I1y, TI, de ecuatii:
Az +Biy+Ciz+ D1 =0
Aox + Boy + Coz + Dy = 0.
Pozitia relativa a celor doua plane, determinata pe baza ecuatiilor (3.3.10), este data de :

(3.3.10)

Teorema 3.3.4 Planele Iy, IT, sunt paralele, daca
Ay B Gy, Dy
s R At 3311
A_bB_G_ Dy
A2 N B2 - CQ - D2
Al Bl C1 .
Ay By Oy ] este doi.

coincid daca:
(3.3.12)

si au o dreapta comuna daca rangul matricei [

Al Bl Cl
A2 BQ CQ
ecuatiile celor doua plane este simplu nederminat, iar solutile sale sunt coordonatele punctelor de pe o
dreapta (va urma). Daca rangul matricei precedente este unu, atunci sistemul (3.3.10) este incompatibil,
daca rangul matricei extinse este doi, ceea ce este echivalent cu (3.3.11), si deci planele sunt paralele, sau
sistemul (3.3.10) este compatibil cu rangul matricei extinse egal cu doi, ceea ce e echivalent cu (3.3.12), si
n acest caz cele doua ecuatii se obtin una din cealalta prin inmultirea cu o constanta, deci reprezinta acelasi
plan. &

Demonstratie. Daca rangul matricei [ este doi atunci sistemul (3.3.10) format din

Remarca 3.3.3 Daca se tine cont de semnificatia geometrica a coeficientilor lui x, y, z din (EGP) (ei sunt
coordonatele normalei la plan), atunci egalitatea primelor trei rapoarte din (3.3.11),(3.3.12) nu este altceva
decét paralelismul normalelor la plane.

Unghiul a doua plane se defineste astfel:

Definitia 3.3.3  Unghiul planelor II;, I1> date prin ecuatiile (3.3.10) este unghiul dintre normalele la cele
doua plane Ny = Ayi + B1j + C1k , Ny = Agi + Boj + Csk.

Teorema 3.3.5 Daca notam cu « unghiul celor doua plane, atunci:
A1 Ay + B1By + C10y

VA + B+ C?\/AZ+ B +CF

Demonstratia formulei de mai sus este simpla, rezultand direct din definitia precedenta si din formula
(3.2.10) care da unghiul a doi vectori pe baza coordonatelor.

Cos ¥ =
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Din teorema de mai sus rezulta:

Corolarul 3.3.1 Planele IT;, IT5 date prin ecuatiile (3.3.10) sunt perpendiculare daca si numai daca:
A1As 4+ B1 By + C1Cy = 0.

Distanta de la un punct la un plan
Fie planul II de ecuatie (EGP), si punctul M (2z1,y1,21) -

Teorema 3.3.6 Distanta de la punctul M; la planul I este egala cu:
A B C D
dist(My, 1Ty = AT By + G+ D] (3.3.13)
VA% + B2+ C?

Demonstratie. Sa facem figura:

P

M’—/-M
1

in figura de mai sus N = Ai + B7j + Ck este normala la planul II, My(xo, %o, 20) este un punct din plan
(deci coordonatele sale verifica ecuatia planului), iar M’ este proiectia punctului M; pe normala. Conform
geometriei "clasice” distanta de la M la planul II este egalda cu lungimea segmentului MyM’. Dar din
proprietatile produsului scalar avem:
, ‘N : MOMl‘
MoM' = — =
|A(z1 —20) + B(y1 —yo) + C (21 — 20)|
VAZ F B2+ (2 o
|Az1 + By + Cz1 — (Azg + Byo + Czp)| .
VAZ L B2 1 (C? -
|A$1 + By + Cz1 + D| -
VAZ+ B2+ C2
Ecuatia normala a unui plan (Hesse)
Fie II un plan pentru care se cunoaste distanta de la origine la plan d si unghiurile «, 3,~ facute de
perpendiculara coborata din origine pe plan. Sa notam cu P piciorul perpendicularei coborate din origine
pe plan si cu M (z,y, z) un punct arbitrar din plan.

Din datele cunoscute avem OP = d (cos avi 4 cos Bj + cosk) , iar conditia ca M € II este echivalentd
cu OP - PM = 0. Transcriind aceasta egalitate Tn coordonate avem:
d(cosa(—dcosa+ )+ cos B (—dcos B+ y) + cosy(—dcosy+2)) =0
sau facand calculele si tindnd cont ¢ cos? o + cos? 3 + cos?y = 1, rezultad ca coordonatele punctului M
verifica ecuatia:
xcosa+ycosfB+ zcosy—d=0 (3.3.14)
Egléatia (3.3.14) se numeste ecuatia normala a planului (sau forma Hesse).



Remarca 3.3.4 Din ecuatia generald a planului se ajunge la ecuatia normala a planului prin Tmpartirea
ecuatiei (EGP) cu ++v/ A% + B2 + C2, alegand semnul astfel ca in ecuatia obtinuta termenul liber sa fie
negativ.

Remarca 3.3.5 O altd forma a ecuatiei planului este asa numita "ecuatia planului prin taieturi" de forma:

T z

sttt

care se obtine din (EGP) prin impartirea cu —D. Numitorii din ecuatia de mai sus sunt tocmai coordonatele
punctelor de intersectie cu axele (adica planul intersecteaza axa Ox in punctul (a,0,0), axa Oy Tn punctul

(0,b,0) siaxa Oz n (0,0, c) ).

Exercitiul 3.3.1 Sa se afle latura cubului care are doua fete in planele z+2y+22z—6 = 0, x+2y+22+3 =
0.

Sub forma "prin taieturi'":

r Yy =z T Y z
6+3+3 ’—3+—3/2+—3/2
Sub forma Hesse cele 2 ec. devin (prin Tmpartire cu &=+/12 + 22 + 22;
x 2y 2z x 2y 2z
249022 _ =7 _ 1=
3 + 3 + 3 0 3 3 3 0

deunde = 3.
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3.3.2 Dreaptain spatiu

Dreapta determinata de un punct si un vector paralel cu ea

Fie o dreapta d determinata de un punct My si un vector T = mi + nj + pk -numit vector director al
dreptei-(0 "directie") paralel cu ea, conform figurii:

Dacd M este un punct arbitrar pe dreaptd, acest lucru este echivalent cu (vezi remarca 3.2.1):

MoM = {7, t € R
Considerand ca M are coordonatele (x,y, z) iar My are coordonatele (¢, yo, z0) , egalitatea de mai sus
devine:

(z—x0)i+ (y—yo)Jj+ (z—20) k=t (mi+nj+pk) .

Egaland coordonatele vectorilor din egalitatea vectoriala rezulta:

T =mt+ g

y=nt+y ,teR (EPD)

z=7pt+ 2o
Ecuatiile de mai sus poartda numele de ecuatii parametrice ale unei drepte in spatiu. Daca rezolvam
fiecare ecuatie In din (EPD) inraport cu ¢ si egalam rapoartele astfel obtinute rezulta ecuatiile canonice
ale unei drepte n spatiu:

r—2o Y —Yo Z— 20

- (ECD)
m n P

Remarca 3.3.6 Ecuatiile parametrice ale unei drepte se pot interpreta ca legea de miscare a unui punct
material care pleaca din M si se deplaseaza cu viteza constanta v.

Dreapta ca intersectie de doua plane neparalele

Fie dreapta d = II; N I, conform figurii de mai sus. Daca ecuatiile celor doua plane sunt:
II; Ajx+ Biy+Ciz4+ D1 =0
I, : Asx + Boy + Coz+ Dy =0
atunci coordonatele oricarui punct de pe dreapta verifica sistemul:
Aix+Biy+Ciz+ D1 =0
{ Aox + Boy + Coz+ Dy =0 (EDDP)
Ne propunem sa deducem din ecuatiile de mai sus ecuatiile canonice ale dreptei. Pentru aceasta sa observam
ca vector director al dreptei se poate scrie ca produsul vectorial al normalelor la cele doua plane, deoarece



este un vector in ambele plane, deci perpendicular pe ambele normale:

gk _ _ _
T=MixNa=|A B o |=| B Gl Az A Bog
By (9 Cy A As By
As By (9

(am folosit expresia analitica a produsului vecorial (3.2.8)). Punctul M, de pe dreapta 1l alegem ca avand
coordonatele o solutie oarecare a sistemului (EDDP). Atunci ecuatiile canonice ale dreptei determinate de
doua plane sunt:

T — X0 _ Y—1Yo _ Z— 20
B1 Cl Cl Al Al Bl '
By Cg 02 AQ A2 Bo

Exemplul 3.3.1 Sa se scrie ecuatiile canonice ale axei Oz stiind ca ea e intersectia planelor zOy si zOz.
Ecuatia planului zOy este z = 0 iar ecuatia planului zOz este y = 0, deci ecuatiile axei Ox sunt:

z=20
y=20

y—0 z
10l o
00 0

Ecuatile canonice ale axei Oz vor fi:

z—0

0 1]
ol
sau facand calculele:

-1

Distanta de la un punct la o dreapta
Fie punctul M (x1,y1, 21) Si dreapta d de ecuatii canonice (ECD). Distanta de la punctul dat la dreapta
e —
este egala cu indltimea h a paralelogramului construit pe vectorii v si MyM , conform figurii de mai jos:

M

M,
Folosind operatiile cu vectori rezulta:
—
’5 x MOM‘

h =
v

n p
Yr — Yo 21— 20

m n
T1—%o Y1 — Yo

P m
21 —20 X1 — X0

vm?2+n? +p?
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Remarca 3.3.7 _ _ _
i J k
Eap—
v X MogM = m n p
T1—%0 Y1—Yo 21— %20

Remarca 3.3.8 Distanta de la un punct la o dreapta se poate afla si ca minimul distantelor de la punctul
dat la un punct care parcurge dreapta, in acest caz folosindu-se ecuatiile parametrice ale dreptei si caculand
minimul unei functii de grad 2:

F) = (mt+zo—z1)>+nt+yo—y1)° + (pt+20 —21)° =
= at’+bt+ca=m>+ni+pPb=.c=..

Pozitia relativa a trei plane

Fie planele IT; « = 1, 3 trei plane. A stabili pozitia lor relativd Tnseamna a determina punctele comune.
Din punct de vedere algebric aceasta este echivalent cu discutia sistemului format cu ecuatiile celor trei
plane:

Az + By + Ciz = —Dq
Aox + Boy 4+ Coz = — Dy (STrei)
Asx + Bsy + C3z = —Ds
Discutia sistemului este urmatoarea:
Ay B (h
1. Sistemul (STrei) are solutie unicd, dacé determinantul | A2 By Cy | = (N1, N2, N3) este nenul.
A3 Bg 03

Geometric Tnseamna ca cele trei plane au un singur punct comun (normalele la plane nu sunt in acelasi

plan), vezi figura urmatoare:

Ay By C;

Rangul matricei | A, By C5 | este doi, iar sistemul este incompatibil, Tn acest caz sunt dou# sub-
As Bs Cs

cazuri:

(@) Doua linii din matricea de mai sus sunt proportionale. Atunci doua plane sunt paralele, si sunt

intersectate fiecare de cel de al treilea plan, conform figurii:



b) Matricea de mai sus nu are linii proportionale. Atunci planele se intersecteaza doua cate doua
dupa drepte paralele:

A1 By 01

2. Rangul matricei | A2 By 5y | este doi, iar sistemul (STrei) este compatibil nederminat. Cele trei
Az Bz C3
plane au o dreapta comuna:
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Al By Cl

3. Rangul matricei | A2 By Cy | esteunu.
A3 Bg 03
(a) Daca sistemul (STrei) este compatibil atunci cele trei plane coincid.

(b) Daca sistemul (STrei) este incompatibil, atunci planele sunt paralele.

Fascicol de plane

Fie planele 14, IT5 de ecuatii
II; Aix+Biy+Ciz+ D1 =0

I, Aox + Boy + Coz+ Dy =0

Definitia 3.3.4 Se numeste fascicol de plane multimea planelor care au ecuatia:
A(Arz 4+ Biy+ Ciz + D1) + p(Asx + Bay + Coz + Do) =0
unde A\, n € R A% 4 2 # 0. Planele IIy, II, se numesc planele de baza ale fascicolului.

(fasc)

Remarca 3.3.9 Daca planele nu sunt paralele, atunci pentru A, n ludnd toate valorile reale obtinem toate
planele care trec prin dreapta de intersectie, iar daca sunt paralele, toate planele paralele cu ele.

Exercitiul 3.3.2 Sa se afle ecuatia planului care tece prin dreapta de ecuatii
28 —3x—-1)=2(y+2),2(y+2) = -3(z —2)



si care este perpendicular pe planul de ecuatie 3z + 2y — 2z — 5 = 0.

Ec. cautatad e de forma:

A2W+2)+3(@—-1)+p2y+2)+3(2-2) =

normala la acest plan e: . ~
N =3\ i+ 2\ +

Normala la planul 3z + 2y — z — 5 = O este Ny = 37 +
(BN)3+ (2A 4 2u) 2

)5 - (3u) k
% — T
+ 3w (1) =0

BA+pu=0:p=—13X

adica;

A2 +2)+3(@—-1) -13A2(y+2)+3(2-2))
3r — 24y — 39z + 27

Unghiul dintre o dreapta si un plan
Fie dreapta d si planul II.

k. Cond. de L este:

Definitia 3.3.5 Unghiul 5 dintre dreapta d si planul IT este unghiul dintre dreapta si proiectia ei pe plan.

Daca dreapta e data sub forma (ECD) iar planul sub forma (EGP) atunci , conform figurii:

ot

Vv

I

— N7
1 p— N o p— pu—
sin 3 cos( ,v) o
Am+ Bn+Cp

\/A2_|_B2_|_CQ\/m2_|_n2+p2

Pozitia relativa a doua drepte in spatiu
Fie dreptele d1, ds de ecuatii:
r — T

mi
T — To

ma
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Ele n-au in general puncte comune (patru ecuatii cu trei necunoscute) daca:
-
(M1M2, U1, 112) # 0

T2 —T1 Y2—Y1 22— 21

mi niy Z1 75 0
ma na )
Daca
___% _ _
(Mle, vl,vg> -0
T2 —X1 Y2—Y1 22— 21
mq ni 21 = 0
ma ng z9

atunci sunt trei posibiltati:
1. B =2 = B M ¢ dy, dreptele sunt paralele.

mao N2 p2’ oo
2, == f;_l» M, € dy dreptele coincid.
3. daca nu sunt cazurile precedente, dreptele se afla in acelasi plan (care?) si au un punct comun.

Perpendiculara comuna a doua drepte in spatiu
Fie n spatiu dreptele d;, do de ecuatii:

r—r1 Y-y z—2z
m m D
r—T2  Y—Ya z—22
mg  ng  p2

, Neparalele.

Definitia 3.3.6  Se numeste perpendiculara comuna a celor doua drepte o dreapta care le intersecteaza pe
améandoua si este perpendiculara pe fiecare.

<1
<

AB este perpendiculara comund a dreptelor A si A

Teorema 3.3.7 Perpendiculara comuna a celor doua drepte este intersectia planelor II;si I1s detemi-
nate de punctul M; (x1,y1,21), vectorii vy (m1,n1,p1) i U1 X T, respectiv Mo (z2,y2, 22) , vectorii
U (e, n2, p2) $i U1 X Ua.
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Remarca 3.3.10 Ecuatia planului IT; este:

Tr— 1 Yy—u zZ—z1

mi ni p1 -0
ni P p1 ma mp ni
nz p2 ) P2 M2 ma2 N2

Definitia 3.3.7 Se numeste distanta dintre doua drepte in spatiu lungimea segmentului de pe perpendicu-
lara comuna cuprins ntre cele doua drepte.

Din geometria sintetica se stie ca distanta dintre doua drepte este egala cu distanta de la un punct arbitrar
al unei drepte la planul paralel cu ea dus la prin cealalta dreapta.

Din figura precedenta rezulta ca distanta dintre drepte este Tnaltimea paralelipipedului construit pe vec-
torii 7y, Do, Mo M deci:

_ _ R —
‘ (UL V2, M2M1> ’
dist (di,dy) = -

|@1 X @2|
mi ni D1
ma ng D2

T2 —T1 Y2—Y1 22— 21

ny p1 + p1r ma mi M1
n2 p2 P2 M2 mo N2
3.4 Sfera

Definitia 3.4.1 Se numeste sfera multimea tuturor punctelor din spatiu pentru care distanta la un punct
fix numit centrul sferei este egala cu un numar numit raza sferei.

Fie centrul sferei C (a, b, ¢) si raza sferei R.
Teorema 3.4.1 Punctul M (z,y, z) apartine sferei daca si numai daca coordonatele sale verifica ecuatia:

(z—a)’+(y—b*+(z—c)*=R? (3.4.1)

Demonstratie: distanta de la M la C este egala cu \/(x —a)® + (y — b)> + (2 — ¢)? care egalatd cu R
este echivalenta cu (3.4.1).0]
Daca in ecuatia de mai sus se fac calculele si se reduc termenii asemenea obtinem:
24+ + 22+ me+ny+pz+qg=0 (EGS)
ecuatie care poarta denumirea de ecuatia generala a sferei. (EGS) reprezinta o sfera cu centrul in punctul

C(-2,-2 -B)siderazd R = \/(%)2 +(2)% + (B)? — ¢ daci expresia de sub radical este pozitiv.

2

Remarca 3.4.1 Sfera se mai poate da si folosind ecuatiile parametrice:
= Rcospsind +a
y = Rsinpsind +b ¢ € [0,2x],9 € [0,7] (EPS)
z= Rcost+c
saup € [—180,180],9 € [—90,90] (3.4.2)

unde parametrii sunt unghiurile ¢, ¥ din figura de mai jos: "



pentru ¢ constant se obtin pe sfera jumatati de cecuri mari ("meridiane"), iar pentru ¢ constant se obtin pe
sfera cercuri ("paralele™).

Legat de sfera ne propunem sa determinam ecuatia unui plan tangent la sfera intr-un punct de pe sfera.
Fie My (o, yo, z0) un punct pe sfera.

Teorema 3.4.2 Ecuatia planului tangent la sfera in punctul M, este:
(z—a)(zo—a)+ (y—b) (yo —b) + (2 —¢) (20 — ¢) = R? (EPTS)
Demonstratie: Planul tangent la sferd in M, este determinat de M si normala C Mg = (zg — a)i + ...
(planul este perpendicular pe raza), deci ecuatia sa este:
(x —z0) (o —a) + (¥ — yo) (Yo —b) + (2 — 20) (20 —¢) =0
Dar x — xg = (x — a) — (z9 — a) , .. care Inlocuite In ecuatia de mai sus dau:
(z—a) (w0 —a) + (y =) (o = b) + (2= &) (20— ©) = (w0 — @)* + (90— )° + (20— ©)*) = 0
Tin&nd cont de faptul ca coordonatele lui M verifica ecuatia sferei, rezulta (EPTS).[]

Remarca 3.4.2 Ecuatia planului tangent la sfera se obtine din (EGS) prin dedublare :

(z—a)?=(x—a)(w—a)— (z—a)(z0—a),..

Rgnarca 3.4.3 Daca sfera este data sub forma generala atunci ecuatia planului tangent in punctul M, de



pe sfera este:

T+ xo ny+yo+pz+z0+q:0

rxo + Yyo + 220 + M 5 + 5 5

dedublarea fiind: z? = 22 — zxo, v = LH2 — Lo,

S 2o
25—~

I
NS,

Remarca 3.4.4 In general un plan este tangent la sfera daca distanta de la centrul sferei la plan este egala
Cu raza.

3.5 Cuadrice pe ecuatii reduse

3.5.1 Elipsoid

Definitia 3.5.1 Se numeste elipsoid multimea punctelor din spatiu M (x,y, z) care intr-un sistem de co-

ordonate bine ales verifica ecuatia:
y2 22 )
= + 2= 1. (Elips)

$2
2
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& //A/\/‘\\\\
/\//\\\\\\\\\\\
—

Oy 1

Pentru a studia suprafata data vom afla intersectiile ei cu planele de coordonate si cu plane paralele cu
planele de coordonate. Un calcul simplu ne conduce la:

Teorema 3.5.1 Intersectia elipsoidului cu planul 2Oy este elipsa de ecuatie 2—2 + ll')Lj = 1, iar cu plane

p_arfaltvele cu zOy ,z = v, este elipsa de ecuatie ﬁ—j + Zg—j =1- -g, pentru |y| < ¢, un punct pentru |y| = ¢
si vida pentru || > c.

Remarca 3.5.1 Este devarata o teorema analoaga pentru intersectia cu plane paralele cu celelate plane de
coordonate.

Remarca 3.5.2 Axele de coordonate si planele de coordonate sunt axe, respectiv plane de simetrie pentru
elipsoid. (adica daca un punct se afla pe elipsoid si simetricul sau fata de axe, respectiv plane se afla pe
elipsoid (doua puncte sunt simetrice fata de o dreapta sau plan daca mijlocul segmentului care le unegte este
pe dreapa sau plan si acest segment este perependicular pe dreapta, respectiv plan).Ex. simetricul punctului
My (x0, Yo, 20) fata de yOz este M (—zo, yo, 20) fatd de Ox este My (o, —yo, —20) -

Daca avem un punct My(zxo, o, 20) pe elisoid, atunci:

Teorema 3.5.2 Ecuatia planului tangent la elipsoid in M, este:
Lo | YYo | =20

@ T ta st
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3.5.2 Hiperboloidul cu o panza

Definitia 3.5.2 Se numeste hiperboloid cu o0 panza multimea punctelor din spatiu care intr-un sistem de
coordonate bine ales verifica ecuatia:

e (HIP1)

Un calcul simplu ne conduce la:

Teorema 3.5.3 Intersectia hiperboloidului cu o panza cu plane paralele cu zOy , z = ~, este o familie de
elipse:

Teorema 3.5.4 Intersectia hiperboloidului cu 0 panza cu plane paralele cu zOz, y = 3, este o familie de
hiperbole:
332 22 52
a2 2
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1

Teorema 3.5.5 Intersectia hiperboloidului cu o panza cu plane paralele cu yOz, x = «, este o familie de
hiperbole:

Remarca 3.5.3 Axele si planele de simetrie sunt aceleasi ca la elipsoid.

3.5.3 Hiperboloidul cu doua panze

Definitia 3.5.3 Se numeste hiperboloid cu doua panze multimea punctelor din spatiu care ntr-un sistem
de coordonate bine ales verifica ecuatia:

L= (HIP2)

Un calcul simplu ne conduce la:

Teorema 3.5.6 Intersectia hiperboloidului cu 2 panze cu plane paralele cu 2Oy , z = -, este o familie de
hiperbole:

Teorema 3.5.7 Intersectia hiperboloidului cu 2 panze cu plane paralele cu Oz, y = 3, este o familie de
hiperbole:
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Teorema 3.5.8 Intersectia hiperboloidului cu 2 panze cu plane paralele cu yOz, x = «, (pentru || >
a)este o familie de elipse:

2 2 2
Vo2
b2 2 a?

Remarca 3.5.4 Axele si planele e simetrie sunt aceleasi ca la elipsoid.

3.5.4 Paraboloidul eliptic

Definitia 3.5.4 Se numeste paraboloid eliptic multimea punctelor a caror coordonate, intr-un sistem bine
ales, verifica ecuatia:

S+ (PE)

Un calcul simplu ne conduce la:

Teorema 3.5.9 Intersectia parabolidului eliptic cu plane paralele cu xOy, z = v > 0, este o familie de
elipse:
2 2
T Y
ate =
z =79
Teorema 3.5.10 Intersectia paraboloidului eliptic cu plane paralele cu Oz, y = 3, este o familie de
parabole:
2 2
z= B
2 + 2 2z
y = B
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Teorema 3.5.11 Intersectia paraboloidului eliptic cu plane paralele cu yOz, x = «, este o familie de
parabole:

Remarca 3.5.5 Axa de simetrie e doar Oz, iar plane de simetrie zOz, yOz.

3.5.5 Paraboloidul hiperbolic

Definitia 3.5.5 Se numeste parabiloid hiperbolic multimea punctelor a caror coordonate, intr-un sistem
bine ales, verifica ecuatia:

9, =2 4 (PH)

g
g
0
/

Un calcul simplu ne conduce la:

Teorema 3.5.12 Intersectia paraboloidului hiperbolic cu plane paralele cu zOy , z = ,este formata din
hiperbole:

Teorema 3.5.13 Intersectia paraboloidului hiperbolic cu plane paralele cu xOz , y = 3,este formata din
parabole:
(L‘2 ,82
? — b_2 = 2z.
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Teorema 3.5.14 Intersectia paraboloidului hiperbolic cu plane paralele cu yOz , x = «,este formata din

parabole:
2 2

Remarca 3.5.6 Axa de simetrie e doar Oz, iar plane de simetrie zOz, yO=.

3.5.6 Generatoare rectilinii pentru hiperboloidul cu o panza
Fie ecuatia hiperboloidului cu o panza (HIP1). Ea se poate pune sub forma:

G2 G2 =05 0+5)

care este echivalenta cu:

z_ z 1+ %
L{_gczerz (3.5.1)
sau: booa e
T _z 1— %
‘i Zg =z = (3.5.2)
[¢] C
Daca egalam rapoartele din (3.5.1) cu A, pentru X fixat ele sunt ecuatiile unei drepte, aflata in Tntregime pe

suprafata.

Definitia 3.5.6  Se numeste prima familie de generatoare rectilinii pentru hiperboloidul cu o panza multimea
dreptelor din spatiu de ecuatii:

z_ z 1_|_%
4 < ﬁ:)\, AeER (Gl)
1—3 Pl i

si a doua familie de generatoare rectlllnll pentru hiperboloidul cu o panza multimea dreptelor din spatiu
de ecuatii:

Proprietatile generatoarelor rectilinii sunt date de:

Teorema 3.5.15 Prin orice punct de pe hiperboloid trece cate o generatoare din fiecare familie.

Teorema 3.5.16 Doua generatoare din aceeasi familie nu se intersecteaza.

Demonstratie: Aratam ca sistemul:

z_z 1-¥
a c  _ b =y
R
R
= = M2
U
nu are solufii pentru 1y # py. Avem (uy — o) (1+ %) =0 rezultd y = —b.

Teorema 3.5.17 Doua generatoare din familii diferite au un singur punct comun.
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i
A

OO0
Q0

b

/

3.5.7 Generatoare rectilinii pentru paraboloidul hiperbolic
Fie ecuatia paraboloidului hiperbolic (PH). ea se poate pune sub forma:

- G-H G )

care este echivalenta cu:

92 44
Z_yzazb (3.5.3)
sau: o b
2 _:-%
| = (3.5.4)
Daca egalam rapoartele din (3.5.3) cu A, pentru X fixat ele sunt ecuatiile unei drepte, aflata in intregime pe

suprafata.

Definitia 3.5.7 Se numeste prima familie de generatoare rectilinii pentru paraboloidul hiperbolic mulfimea
dreptelor din spatiu de ecuatii:
2
ﬂ - > - )\, )\ S R (Gl)
si a doua familie de generatoare rectilinii pentru hiperboloidul cu o panza multimea dreptelor din spatiu
de ecuatii:

QI8
_|_

Y
b

z _ Y
2 _a b
z Y
a+b z

= U weR (G2)
Proprietafile generatoarelor rectilinii sunt date de:

Teorema 3.5.18 Prin orice punct de pe paraboloid trece cate o generatoare din fiecare familie.

Teorema 3.5.19 Doua generatoare din aceeasi familie nu se intersecteaza.

Tg(())rema 3.5.20 Doua generatoare din familii diferite au un singur punct comun.



Dem la tp2:

CU A1 # Ag. N-am sol.
dem. la tp3:

sistem cu 4 ec. si 3 nec. rescris :

este compatibil daca:

Scdazand prima linie din celelalte:

1 2
s 0 4
0 2 0 2_/\2
b m A
0 0 —p -3

2 _ 24}
=1 T =
2 _ z+¥
-1~ -
2 _ 244
=1 " =
2 _ z-%
44 z
z_ Yy _2
;cagb_)\
E—;b_y)"z;
aTv T U
@ pome=
1 1 2
i _1 g 2
b A
O )
1 i 0o 2
! A
a 5 —H# 0
2 _
1|5 A
a
0 —p
2
1|5 A
= =10 A
a
0 —u
2
= = (-2+42
5 (7212

Exercise 1 Sa se determine generatoarele rectilinii ale p h

paralele cu planul z + y 4+ z = 10.

2

2= — 2

e}

[an

=

>IN0

>0
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T—y z
2 Ty

r—y—22=0

A+ Ay —z=0

r+y+z2=10

x—y—22=0

A+ Ay —2z=0
incompatibil.

-1 0 |=0
A -1

1

1

A
rezultd A = —1. deci:
{ z—y+2=0
T

z+y+z2=0

sistem incompatibil:

1 1 1
1 -1 —p|=0
popo 0
24 = 0 deci:
{x—y—O'
—-2=0

3.6  Generari de suprafete

3.6.1 Notiuni generale de curbe si suprafete

Definitia 3.6.1 Se numeste curba in spatiu multimea punctelor a caror coordonate sunt functii continue
de un parametru real, care ia valori Tntr-un interval:

x =z (t)
y=y(t) ,telICR (EPC)
z=2z(t)

Definitia 3.6.2 Se numeste suprafata in spatiu multimea punctelor ale caror coordonate sunt functii con-
tinue de doi parametri reali, fiecare luand valori intr-un interval:
x =z (u,v)
y=vy(u,v) ,u€lh,velylj,IlbCR (EPS)
z =z (u,v)
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Remarca 3.6.1 Ecuatiile (EPC),(EPS) se numesc ecuatiile parametrice ale curbei, respectiv suprafetei.

Remarca 3.6.2 Elimin&nd in ecuatiile parametrice ale suprafetei parametrii u, v se obtine ecuatia implicita
a suprafetei:

F (x’ya Z) = Oa (ElS)
iar rezolvand ecuatia de mai sus in raport cu z se obtine ecuatia explicita a suprafetei:
z=f(2.y). (EES)

Remarca 3.6.3 Analog, pentru o curba, eliminand ¢ se obtin ecuatiile curbei ca intersectie de doua suprafete:
{ Fiy(z,y,2) =0
Fy(z,y,2) =0
sau forma explicita:
{ y = fi(z)
z=fa(x) °

Exemplul 3.6.1 Sfera: ec. implicita:
(@ =a)* +(y =)+ (: = ¢)* = R’
Ec. explicita:

z:ci\/RQ—(x—a)Q—(y—b)2
ec. parametrice:

3.6.2 Suprafete cilindrice

Definitia 3.6.3 Se numeste suprafata cilindrica o suprafata generata de o dreapta care ramane paralela
cu o dreapta data si intersecteaza o curba data (sau verifica alta conditie geometrica).

Remarca 3.6.4 Curba I" se numeste curba directoare, iar dreptele paralele cu A se numesc generatoare
ale sup. cil.

Ne propunem in cele ce urmeaza sa determinam ecuatiile suprafetei cilindrice.
\om face acest lucru in doua variante:

Teorema 3.6.1 Daca dreapta A are ecuatiile canonice:
rT—21 Y-y -2

a b c - 53-



si curba I' are ecuatiile parametrice

x=x(t)
y=y(t) ,telCR
z=2z(t)
atunci suprafata cilindrica are ecuatiile parametrice:
X=xz()+ A
Y=y@t)+ b ,telICRAINER. (EPSC)
Z==z(t)+ X

Demonstratie. Fie M (X, Y, Z) un punct pe suprafata cilindrica. Exista atunci un punct My (z (¢) ,y (t), 2 (t))
—_—
pe curba I" astfel incat MM este paralel cu dreapta A, deci exista A € R:
MoM = X(ai+bj+ ck)
_ _ -
MM = (X—z(t)i+ Y —y@)j+(Z—-=z()k
egaland coordonatele celor doi vectori din egalitatea de mai sus rezulta (EPSC).

Exemplul 3.6.1 Fie dreapta

sicurbal :
=2ty =3t z =4t
Ecuatiile parametrice ale suprafetei cilindrice vor fi

X=2t+1-)
Y =3t+2\ tAER
Z =4t + 3\

Exemplul 3.6.2 Fie drepta A ca mai sus, iar curba I’
x = cost,y =sint,z = 0.t € [0, 27].
Ecuatiile parametrice ale suprafetei cilindrice vor fi

X =cost+ A\
Y =sint+2X t€[0,27], R
Z =3\
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Teorema 3.6.2 Daca dreapta A este data ca intersectie de doua plane
{ A+ Biy+Ciz+ D1 =0
Agx 4+ Boy + Coz+ Dy =0
si curba I' ca intersectie de doua suprafete atunci ecuatia implicita a suprafetei cilindrice este:
H (A1$ + By + Ciz+ Dy, Asx + Boy + Coz + DQ) = 0. (361)

Demonstratie. Daca un punct M (z,y, z) se afla pe suprafata atunci el se afla pe o dreapta paralela cu
A, deci coordonatele sale verifica:
Az 4+ Biy+ Ciz+ D1 =«
Agx + Boy + Coz+ Dy =
Dreapta de mai sus intersecteaza curba I', deci sistemul:
A1x+Bly+C’12+D1 =
Agx + Boy+ Caz+ Dy = f3

(3.6.2)

Fy (.’L’, Y, Z) =0

Fy (.’L’, Y, Z) =0
are solutie, de unde rezulta (eliminand x, y, 2):

H (av /B) =0

Tnlocuind Tn formula de mai sus pe «, S din (3.6.2) rezulta formula (3.6.1).

Exemplul 3.6.3 Sa se afle suprafata cilindrica care are generatoarele paralele cu Oz si trece prin curba:
{ 2?24+ 2y% =4
z=0
Toate dreptele paralele cu Oz (x = 0,y = 0) au ecuatiile:
r=o,y=p,
sistemul de patru ecuatii fiind:
r =«
y=2p
z =
2?2+ 22 =4
Obtinem conditia de compatibilitate:

deci ecuatia suprafetei va fi:
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Remarca 3.6.5 Se poate demonstra ca o ecuatie in care apar doar coordonatele x, y reprezinta ecuatia unei
suprafete cilidrice cu generatoarele paralele cu Oz.

3.6.3 Suprafete conice

Definitia 3.6.4 Se numeste suprafata conica o suprafatd generatad de o dreapta care trece printr-un punct
fix si intersecteaza o curba data (sau verifica alta conditie geometrica).

Ne propunem in cele ce urmeaza sa determinam ecuatiile suprafetei conice.

Teorema 3.6.3 Daca punctul M, are coordonatele (zo, yo, 20) Si curba I are ecuatiile parametrice

x=ux(t)
y=y(t) ,telCR
z=2z(t)

atunci suprafata conica are ecuatiile parametrice:
X=x0+Nx(t)—xz0) =Xz (t)+ (1 —X)zo
Y =90+ Ay (t) —vo) tel CRAER, (EPSC)
Z=z0+ Az (t) — 20)
Demonstratia este asemanatoare cu cea de la suprafata cilindrica, Tnlocuind conditia de paralelism cu
dreapta cu conditia de coliniaritate cu My M.

Exemplul 3.6.1 Conul cu centrul in punctul M, (0, 0, 2) care trece prin curba I'
x = cost,y =sint,z = 0.t € [0,27].
are ecuatiile parametrice:
z=Acost+0(1—\),y=Asint,z =2 —2A\.

' TN

N
m\;‘\\\\\
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Teorema 3.6.4 Daca punctul M este dat ca intersectie de trei plane:
Aix+Biy+Ciz+ D1 =0
Aox + Boy + Coz+ Dy =0
Asx + Bsy +Csz+ D3 =0
si curba I ca intersectie de doua suprafete atunci ecuatia implicita a suprafetei conice este:
Aox + Boy + Coz + Dy Aszx + B3y + Csz + D3
<A1£L‘ + Biy+Ciz+ D, Az + Biy+Ciz+ D1>

Demonstratie: Toate dreptele care trec prin My au ec. de forma:
Asx + Boy+ Coz+ Dy = a(Aix+ Biy+Ciz+ Dy)
Asx + Bsy+Csz+ D3 = [(Ajz+ Biy+ Ciz+ Dq)
punand conditia sa intersecteze curba I" avem sistemul:
Asx + Boy + Coz + Dy = o (Ar1x + Bry + C1z + Dy)
Asx + Bsy + Csz+D3=p (Alac + By + Ciz + Dl)

Fy (.’L’, Y, Z) =0

Fy (.’L’, Y, Z) =0
care trebuie sa fie compatibil. Eliminand (z, y, z) rezulta:

H(a,5)=0

Tnlocuind «, 8 din primele 2 ec. rezultd
A2x+Bgy+ng+D2 A3x+B3y+ng+D3 —0
Az + Biy+ Ciz+ Dy’ Ajx + By + Ciz+ D '

3.6.4 Suprafete conoide

Definitia 3.6.5 Se numeste suprafatd conoida o suprafatd generata de o dreapta care intersecteaza o
dreapta data, este paraleld cu un plan dat si intersecteaza o curba data (sau verifica alta conditie geomet-
rica).

Teorema 3.6.5 Daca dreapta A este data ca intersectie de doua plane:
Aix+Biy+Ciz+ D1 =0
{ Aox + Boy + Coz+ Dy =0
planul IT are ecuatia:
A3x+B3y+ng+D3 =0
si curba I' este data ca intersectie de doua suprafete atunci ecuatia suprafetei conoide este:

A1$ + Bly + Clz + D1
H(A B C. D =0.
< 3%+ bsy + 3z + Ds, Aox + Boy + Coz + Do
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Pentru demonstratie se tine cont ca daca M (z,y, ) apartine suprafetei conoide atunci coordonatele sale
verifica sistemul:
Asx + B3y +Csz+ D3 =«
Ajx4+Biy+Ciz4+Dy B

Asz+Boy+Caz+Dy
Py (2,y,2) =0
Fy(2,y,2) =0

iar din conditia de compatibilitate rezulta ca H («, 5) = 0, de unde rezulta formula ceruta.

Exemplul 3.6.1 Sa se afle ecuatia suprafetei conoide care are generatoarele paralele cu Oy, trec prin
Oz si intersecteaza curba:

Sistemul precedent devine:
x2+z2:1>y:47220@£:ﬁ
Y
Rezolvand sistemul format cu ultimele trei ecuatii si inlocuind Tn prima obginem:
(482 +a?-1=0
deci ecuatia suprafetei va fi:

4 2
(—x> +22-1=0.
y

3.6.5 Suprafete de rotatie

Definitia 3.6.6 Se numeste suprafatd de rotatie o suprafata obtinuta din rotatia unei curbe n jurul unei
drepte.
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Teorema 3.6.6 Daca dreapta A este data sub forma canonica:
r—r1 Y-y _z— 2
a b ¢
si curba I' ca intersectie de doua suprafete:
Fl ($, Y, Z) =0
{ Fy (.%,y,Z) =0
atunci ecuatia implicita a suprafetei de rotatie va fi:
H (am tbhy4ecz, (@ —x)*+ (y—1)’ + (2 — 21)2> =0,

unde functia H («a, 8) rezulta din compatibilitatea sistemului:
ar +by +cz =«
-2+ @y—n)’+(z-—2)=p
Fl (x’ Y, Z) =0
F (z,y,2) = 0.

Exemplul 3.6.1 Sa se afle suprafata obtinuta prin rotatia dreptei:
r—z=1l-yz+2=1+4+y
in jurul axei Oz. (Raspuns: 22 +y? — 22 = 1: axa Oz

r_Y_Z
_ 0 0 1
sistemul:
zZ=0Q
r—z=1—-y
z+z=1+y
rezulta:
r = lz=a,y=a=
12+0®2+a®>—p5 = 0= ec.supr.derot.
1+22+22— (2®+y*+2%) = 0
x2+y2—z2 = 1
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Ec. parametrice ale unei supr. de rotatie: Daca dreapta A este data sub forma canonica:
r—r1 Y-y _z2—2A

a b c
si curba I are ecuatiile parametrice
x=ux(t)
y=y(t) ,telCR
z=2z(t)
Ideea: pt. ¢ fixat sa se afle ec. parametrice ale cercului descris de punctul de pe I", cerc cu centrul pe A, n

plan perpendicular pe A.
Centrul cercului: intersectia cu A a planului perp. pe A prin (z (t),y (t),z (1)) :
X — I Y — U1 7 — Z1

a a b ¢ =
a(X—z(@)+b(Y —yt)+c(Z—-2() = 0

rezulta (X, Y, Z) . Raza cercului va fi distanta de la (z (¢) ,y (t) , z (¢)) la dreapta A :
T

y(t) -y z(t) — = z(t) -z x(t) — a1 2+ z(t)—x1 y(t)—wn
b c c a a b
R =
Va?Z + b2 + 2
un vector perp. pe vectorul director al dreptei A este:
- = —
— — — — — — ¢ J k
v, = <az +bj +ck>x<az +87 —i—vk): a b ¢
a f v
72 = <a7+b7+c?>x71

Fie w1, wo Vversorii vectorilor @'y, v'». Dacéd notez cu 7 vectorul de pozitie al unui punct de pe cerc:
"=X1+Yj+Zk+R(uicoss+ waysins),s € [0,27]

TOR
Sa se afle ecuatiile parametrice si ecuatia implicita a suprafefei obtinute prin rotatia cercului:
z = 0
(y_a)2+z2 _ b2

n jurul axei Oz.
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Ec. implicita:

z=0
(y—a)>+22 =12
2=«

2+ y?+22=5
y=ax Vb2 —a?

2
(ai bQ—aZ) +a?=5

din ec. a doua rezulta

Tnlocuind n ultima ec.:

ec. implicita:
2
(ai b2—z2) + 22 =2 9% + 22

a?£2a\V/? -2 +0* -2 = (2* +9?)

4a? (b2 — 22) = (x2 +y? 22— b — a2)2
Ec, parametrice:
curba care se roteste are ec. parametrice:

zr = 0
y = bcost+a
z = bsint,t € [0,27]
centrul cercului pe care se misca un punct cu ¢ fixat este:
(0,0,bsint)

iar raza cercului pe care se roteste este a + b cos t. Punctul de pe TOR va avea vectorul de pozitie:
7= (0,0,bsint) + (a + bcost) (cos s,sin s, 0)
adica:
(a+ bcost)cos s
= (a+bcost)sins
z = bsint,t € [0,27],s € [0,27]



Capitolul 4

Geometrie diferentiala

4.1 Notiuni preliminare

Fie un vector a carui coordonate depind de un parametru real ¢ :
F=7(t),te I CR (4.1.1)

Definitia4.1.1 Se numeste derivata vectorului 7 in punctul ¢ vectorul 7/ (¢) definit de:

T+ AN —T() -
lim N — 7 (t). (4.1.2)

daca limita din membrul sténg exista.

Derivata unui vector

(in figura de mai sus M N = ZUHSHT()

Remarca 4.1.1 Derivata unui vector se poate interpreta mecanic ca viteza instantanee, expresia lui 7 (¢)
fiind legea de miscare a uni punct.

Daca:
atunci se poate demonstra:

Teorema 4.1.1 7/ (t) existd daca si numai daca functiile reale de o variabila reala x, 3, z sunt derivabile
n ¢si: B . B
rt)y=2 (t)i+y )i+ )k

Regulile de derivare pentru vectori sunt aceleasi ca pentru functii reale. Mai precis:

Teorema 4.1.2 Daca 7,79 sunt vectori derivabili, iar f o functie reala derivabila in ¢ atunci:

(F1(t) £72 () =11 (t) £ 75 (t) (4.1.3)
(FOTFL®) = (OF1L() + f ()7 (2) (4.1.4)
(F1(t) -T2 (1) =77 (t) - v (£) + 77 (£) -T2 (1) (4.1.5)
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(71 () x P (£))' =7 () x 75 () + 77 (£) x 72 () (4.16)

[y

Din teorema precedenta rezulta:

Corolarul 4.1.1 Daca vectorul 7 () are lungime constanta atunci / (¢) este perpendicular pe 7 (¢) .
Demonstratie: Din (4.1.5) pentru 71 (¢) = 72 (t) =7 (t) deoarece 7 (¢) - 7 (¢t) = ct. rezulta prin derivare

0=27(t) -7 (t)
adica (daca niciunul din vectori nu e vectorul nul) ca r/ (¢) este perpendicular pe 7 () .

4.2 Geometria diferentiala a curbelor plane

4.2.1 Curbe plane: notiuni generale, exemple.

Reamintim ca o curba plana poate fi data parametric sub forma:
x=x(t)
telICR EPCP
{ y=y(t) - (EPCF)
Vectorial:

T=Tt)=xt)i+ylt)j,te I CR
sau sub forma implicita:
F(z,y)=0 (EiCP)
sau sub forma explicita:
y=[(z) sauz =g(y) (EECP)
In plan se mai utilizeaza si coordonatele polare, Tn care un punct M este determinat prin distanta de la
pm:t la un punct fixat O (originea) si unghiul facut de o axa fixa care trece prin O (axa polard) cu vectorul

OM :

X

Coordonatele polare ale punctului M din figura de mai sus sunt (p, ) . Legatura dintre coordonatele polare
si cele carteziene este data de:

_ — /2 2
{ @ = pcosf respectiv{ pP=yaty (4.2.1)

y = psinf sinGz%,cos@z%
O curba poate fi data si Tn coordonate polare, dand p in functie de 6 :
p=p(0) (ECPP)

Remarca 4.2.1 In anumite conditii ecuatiile unei curbe plane (parametrice, implicite, explicite, polare)
sunt echivalente.

- 63-



Exemplul 4.2.1 Fie cercul de centru O si raza R. Ecuatiile parametrice sunt:

{ z = Rcost

y = Rsint t € [0,2n]
ecuatia implicita 22 + y? = R2, ecuatiile explicite y = £/ R? — 22,z € [~ R, R], iar ecuatia n coordo-

nate polare este p = R (ct).

Remarca 4.2.2 O aceeasi curba admite mai multe parametrizari:
= 7(),teICR
= F(tl),tl el CR

S s3

care sunt echivalente daca:
t:t(tl),tl el
este o functie derivabild, cu derivata continua si pozitiva pe I;.

4.2.2 Cateva exemple de curbe plane

Exemplul 4.2.1 Sa se afle traiectoria descrisa de un cui intrat in anvelopa unei masini aflata in miscare
rectilinie.

o

T
Fie raza rotii a, Si alegem ca si parametru unghiul ¢ dintre M C' si CT unde este pozitia cuiului, C' axul
rotii iar T este punctul de contact dintre roata si sosea.

—_— == = —
OM=0T+TC+CM

unde:

— -

OT = ati

— —

TC = aj

—— 3 - 3 _
CM = a(cos <77T—t>i+sin (g—t)j)

Rezulta:

OM =a(t—sint)i+a(l—cost)j=T(t)
deci ecuatiile parametrice ale curbei (numita cicloidad) sunt:
xr =a(t—sint)
{ y=a(l—cost) teR
Graficul ei pentru t € [0, 2] este:
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Exemplul 4.2.2 Sa se afle ecuatiile traiectoriei descrise de un cerc de raza » care se rostogoleste fara
alunecare in interiorul unui cerc de raza R > r.

In figura de mai sus alegem parametru unghiul ¢ facut de oC (C este centrul cercului care se rostogoleste)
cu axa Ox. deoarece lungimile arcelor 7'M si AT sunt egale avem:

0=
r

Deoarece
— — —
OM = 0OC+CM
OC = (R-—r) (costi+sintj)
. - -
CM = r(cos(2mr =9 +1t)i+sin(2r — VI +1)j)
rezulta ecuatiile parametrice ale hipocicloidei:
x=(R—r)cost+rcos (£t —1t)
y = (R—r)sint — rsin (£t —t)
Daca R = 4r curba se numeste astroida si are ecuatiile parametrice:
r=acos’t,y = asint,t € [0, 2]

teR

si graficul:

Ecuatia implicita a astroidei este:

Exemplul 4.2.3 Sa se afle ecuatiile traiectoriei descrise de un cerc de raza » care se rostogoleste fara
alunecare in exteriorul unui cerc de raza R.
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ap..
N

caz particular R = r cardioida.

4.2.3 Tangenta si normalala o curba plana
Fie I" o curba plana data parametric:
x =z (t)
telICR
{yzyw -
siun punct M (z (t),y (t)) pe curba.

Definitia 4.2.1 Se numeste tangenta la curba I" in punctul M pozitia limita a dreptei determinata de
punctele M si M7 de pe curba cand punctul M tinde catre M. (daca aceasta limita exista).

Teorema 4.2.1 Daca functiile x, y sunt derivabile Tn ¢ si

2 (t) +y? (t) #0
atunci ecuatia tangentei la curba este (coordonatele unui punct de pe tangenta la curba fiind notate cu
(X,Y)):

X—z@®) Y—-y@)

() Y

(ETP)

Demonstratie:
TXY)

0]

Conform definitiei derivatei unui vector si a tangentei, daca 7" apartine tangentei (vezi figura precedentd)
atunci vectorii M7 si 7/ (¢) sunt coliniari, deci coordonatele lor sunt proportionale:
X—zt) Y-—-y(t)
O RAG)

adica tocmai ecuatia (ETP).

Remarca 4.2.3 Daca curba este data explicit, ecuatia tangentei este:
Y—fz) = f(2)(X-2)

6. y—vyo = [ (o) (x— o)



iar daca curba este data implicit (EiCP):
Fy (z,y) (X — ) + Fy (z,y) (Y —y) =0.
: (

') = ’x:_M

se foloseste:

] s

Exemplul 4.2.1 Cercul:ec. parametrice:
{ T =a+ Rcost

y=>b+ Rsint
ec. tang.:
X —a— Rcost Y —b— Rsint
. —Rsint N Rcost

Ec. explicita:

y=0b+\/R?— (z —a)?
ec. tg.:

y - <b+\/R2—(:n—a)2> __2Ed x g
2\/R2 — (x — a)?

Ec. implicita:

(¢ —a)’+(y—b)’ =R
ec. tang.:

2—a)(X—2)+2(y-b)(Y-y) = 0
(X —a)(z—a)+ Y -b)(y—b) = R?

Definitia 4.2.2 Se numeste normala la curba I in punctul M € T perpendiculara pe tangenta in M (prin
punctul A ).

Teorema 4.2.2 Daca functiile x, y sunt derivabile in ¢ si
2 () +y? () #0
atunci ecuatia normalei la curba este (coordonatele unui punct de pe normala la curba fiind notate cu
(X,Y)):
2 () (X —z () +y ()Y —y () =0. (ENP)

Demonstratie:

AR
<

r N(X,Y)

Daca NN este un punct pe normala atunci vectorul J\W\f este perpendicular pe 7’ (t) deci
' (t)- MN =0
care transpusa analitic da tocmai ecuatia (ENP).
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Remarca 4.2.4 Daca curba I" este data explicit ecuatia normalei este:

(X —2)+ f (2) (Y = f(2)) =0
iar daca e data implicit ecuatia normalei este::
X—z Y-y
Fy(zy)  Fy(zy)

Exemplul 4.2.2 Fie cicloida:

(t —sint)
(1 — cost)

€T =
- - - - y -

Ecuatiile tangentei, respectiv normalei sunt:
X —a(t—sint) Y —a(l—cost)

@ teR
a

a(l—cost) asint
a(l—cost) (X —a(t—sint))+asint (Y —a(l—cost)) =0

Exemplul 4.2.3 Fie cercul:
22+t =1
Ecuatiile tangentei, respectiv normalei, ntr-un punct (z, ) de pe cerc sunt (F (x,y) = 22 + y? — 1):
20 (X —2)+2y (Y —y)=0
X—z Y-y

2z 2y

Facand calculele rezulta forma simplificata:
X +yY =1
Yy —yX = 0.

4.2.4 Lungimeaunui arc de curba, parametrul natural al unei curbe

Fie curba I" data parametric:
x =z (t)
tela,b
y=y(p "El0

Ne propunem sa definim lungimea acestei curbe, precum si o formula de calcul pentru lungime.

A=M,
Pentru aceasta Tnscriem Tn curba I linia poligonala MM ... M,, (vezi figura precedentd).

Definitia 4.2.3  Se numeste lungimea curbei I" limita lungimii liniei poligonale MM, ...M,, cand n — oo
si lungimea celui mai mare segment de pe linia poligonala tinde la zero.

Teorema 4.2.3 Daca functiile x () ,y (¢) au derivata continua atunci curba I" are lungime finita, data
de:

- [ vEm o Lo
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Demonstratie: lungimea liniei poligonale MyM;...M,, este data de (¢; este valoarea parametrului ¢
corespunzatoare punctului M; ):

ln, = Z \/(w (t:) —x (tim)* + (y (t) —y (ti1))? =
=1

n
= Y ) VIR TR G = Y M ) TP ()
=1
unde §;, ¢; € (ti—1,t;) . Se demonstreaza la analiza matematica ca limita lui /,, cand n — oo $i max,_17; [t; — ti—1| —
0 este tocmai integrala din partea dreapta a egalitatii (LC).O]

Definitia 4.2.4 Se numeste parametrul natural s al curbei I" lungimea arcului de curba AM, A fiind
punctul de coordonate (x (a),y (a)), iar M punctul de coordonate (z (t),y (t)) .

Din teorema precedenta rezulta imediat:

Corolarul 4.2.1 Parametrul natural al curbei este dat de:

s = /t Va2 (1) +y2 (t)dr. (4.2.2)

Exemplul 4.2.1 Cercul: x (t) = Rcost,y (t) = Rsint,t € [0, 27].

x/ (t) = —Rsint,y (t) = Rcost. 22 (t) + y" (t) = R?. deci

t
s = / Rdt = Rt.
0
Exemplul 4.2.2 Sa se calculeze lungimea cicloidei si parametrul natural.
x(t) = a(t—-sint),y(t) =a(l —cost).
t
2t +y2 () = o ((1 — cost)? + sin? t) = a? (2 — 2cost) = 4a® sin? 7

Lungimea:

27
l:/ 2a
0
/tz in—dr =4 ( T)|T=t
s = aSin —dT = 4a | — COS — —
0 2 2 7=0

t
= 4a(1-cos=
CL( COSQ)

Remarca 4.2.5 Daca in loc de parametrul ¢ se considera ca si parametru parametrul natural s se obtine o
parametrizare echivalenta a curbei (vezi remark 4.2.2), numita parametrizarea naturala:

7(s)=x(s)i+y(s)j,s€[0,0(I)]. (4.2.3)

t
sing'dt:&z

parametrul natural:

Teorema 4.2.4 Daca curba I' este parametrizata natural atunci:
}W(s)\ =1. (4.2.4)

(' (s) este versor).
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Demonstratie:

a2 (t) +y* (t)
de unde calculand modulul rezulta formula (4.2.4).
Din teorema precedenta si corollary 4.5.2 rezulta:

Corolarul 4.2.2 Vectorul 7" (s) este perpedicular pe 7/ (s) .

Din acest corolar i definitia normalei rezultd ca vectorul r” (s) este pe normala la curba.
Daca notam cu 7 si 7@ versorii tangentei la curba teorema si corollary precedent se pot scrie astfel:

E=T
. (4.2.5)

unde K este functie de s care se va preciza.

4.2.5 Curbura unei curbe plane, ecuatia intrinseca a unei curbe plane

Fie " o curba plana, M (z (t),y (¢)) un punct de pe curba, « () unghiul facut de tangenta la curba in
punctul M cu axa Ozx.

XY)

D%initia 4.2.5 Se numeste curbura curbei I" in punctul M derivata unghiului « Tn raport cu parametrul



natural al curbei:
B do

K=—.
ds

(4.2.6)

Teorema 4.2.5 Daca curba I' este data parametric atunci:
! " R/ !
PEAUTAOEEAONI0) 27
/

(Va2 O+ @)

Demonstratie: Deoarece

/
y' @)
t) = t
a(t) arch,(t)
avem:
doo (é:?;_
ds 45

THORY
(1)

2
y' ()
1+(545)

O+

ACPHOREONI0)
(Va2 O+ @)

Remarca 4.2.6 Daca curba I este data explicit atunci curbura se calculeaza conform:

/" () i
(VI+77@)

iar daca este data in coordonate polare:
K ,02 _,’_2pl2 —,OPH
(p?+ p2)*?

Definitia 4.2.6 Inversa curburii se numeste raza de curbura.

Definitia 4.2.7 Se numeste ecuatia intrinseca a unei curbe plane ecuatia care defineste curbura functie
de s :
K =K (s) (EINCP)

Teorema 4.2.6 O curba plana este perfect determinata de ecuatia ei intrinseca.

Demonstratie: Din definitia curburii rezulta:

a(s) = /K(s)ds
iar cu « astfel determinat, avem (de verificat):
{ z(s) = [cos(a(s))ds
y(s) = [sin(a(s))ds

Definitia 4.2.8 Se numeste cerc osculator la curba I" ih punctul M cercul care are centrul pe normala

la curba (in sensul determinat de versorul 72 ) si raza egala cu raza de curbura.
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C(X,Y)

Teorema 4.2.7 Centrul cercului osculator are coordonatele:
_ 2 () +y" ()
X ==z (t) — y/ (t) FIOIAG _g//Et))y/(t) (428)

z'2(t)+y'>
Y =y (1) + 2 () s e

~+

Definitia 4.2.9 Se numeste evoluta unei curbe plane locul geometric al centrelor de curbura (centrelor
cercurilor osculatoare).

Remarca 4.2.7 Ecuatiile (4.2.8) reprezinta ecuatiile parametrice ale evolutei.

Exemplul 4.2.1 Evoluta cicloidei

este curba din desenul de mai jos:

Remarca 4.2.8 Se poate demonstra ca cercul osculator este pozitia limita a unui cerc care trece prin
punctele M, My, M, de pe curba cand M si M, tind catre M.

Definitia 4.2.10 Se numeste evolventa unei curbe T" o curba I'; cu proprietatea ca I" este evoluta curbei
I'y.

Exemplul 4.2.2 (evolventa cercului) Un céine este legat cu lantul de un par de raza a. Un copil enerveaza
céinele si incepe sa fuga n jurul parului cu céinele dupa el, lantul infasurandu-se in jurul parului, pana
cand céinele da cu capul de par. Se cere traiectoria cainelui si lungimea ei, daca lungimea initiala a
lantului este .

4.2.6 Infasuratoarea unei familii de curbe plane
Fie o familie de curbe plane care depind de un parametru p :
F(z,y,p) =0 (4.2.9)

Definitia 4.2.11 Se numeste Infasuratoarea familiei de curbe (4.2.9) o curba cu proprietatea ca fiecare
punct al ei se afla pe una din curbele familiei si are aceeasi tangenta cu curba respectiva din familie.



Teorema 4.2.8 Punctele de pe infasuratoarea familiei (4.2.9) verifica sistemul:

{ F(z,y,p) =0
Fy(z,y,p) =0
Demonstratie: Cautam ecuatia curbei sub forma:
F(z,y,p(z)) =0
Panta tangentei la curba pentru un x fixat este:
Fi(zy.p) + F, (z,y,p)p (3)
Fy (z,y,p)
iar panta tangentei la curba din familie care trece prin acelasi punct este:
_ Fi(z,y,p)
-~ Fj(z,y,p)

Egaland cele doud fractii rezultd ca F), (x,y,p) = 0, care impreund cu ecuatia familie de curbe implica
(4.2.10).

(4.2.10)

Exemplul 4.2.1 Sa se afle infasuratoarea traiectoriilor descrise de un proiectil care pleaca din origine cu
viteza v sub un unghi p fata de orizontald, cand p ia toate valorile posibile.

Solutie: Ec. traiectoriei:
T = tvg CcoSp
y = tvgsinp — g%
adica:
2
—zrtanp+g-—s——5— =
Y P 921)8 cosZp
Derivand in raport cu p :

1 gx? — (—2cospsinp)

e -0
cos?p = 202 costp

grsinp

e =0
Vg COS P

2

v

tanp = -0

gr

infasuratoarea:

{ y—a:tanp—l—gﬁ;p:o
2

tanp = %

2 2 2\ 2
v gx vg _
y—a:g—m—i-—m)z <1+<_$>>0
0 g

L. (g22% + 2ygvd —v}) =0

" 2903
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Teorema 4.2.9 Evoluta unei curbe este infasuratoarea familiei de normale la curba.

4.3 Generalitati curbe strambe

Definitia 4.3.1 Se numegte curba in spatiu data parametric multimea punctelor M (z,y, z) din spatiu a
caror coordonate sunt date de

x=uz(t)
F:< y=y(t) te]a,l] (4.3.1)
z=2z(t)

functiile reale x, y, z fiind continue pe [a, ] .

Definitia 4.3.2 Se numegte curba in spatiu data vectorial multimea punctelor M (x, y, z) din spatiu pentru
—
care vectorul de pozitie OM = T este dat de:
T=rt)=c®)i+yt)j+zt)k t€lab]

Remarca 4.3.1 O curba in spatiu poate fi datd si ca intersectie de doua suprafete, Tn anumite conditii
putandu-se pune si sub forma parametrica, ca in urmatorul exemplu:

Exemplul 4.3.2 (curba lui VIVIANI) Fie curba obtinuta din intersectia unei sfere cu un cilindru circular
drept care trece prin centrul sferei si are raza jumatate raza sferei. Sa aflam ecuatiile parametrice, consid-
erénd ca sfera are centrul in origine, raza R iar cilindrul are generatoarele paralele cu Oz si centrul in
(R/2,0,0).

ecuatia sferei este:
a? +y* + 2% = R?
iar a cilindrului:

x—E—i-—
2 v

2 2
2_ (B
2
Alegem ca si parametru unghiul ¢ in parametrizarea cercului dupa care cilindrul intersecteaza planul xOy :

N

O | C(R2,0) /) x

R R R .
x = —cost+ —,y = —sint, t € [0, 27]
. 2 2773



nlocuind n ecuatia sferei obtinem:

R R\* (R . \* o
<5c0st+5> +<5smt> +2°=R

2
t
2?2 = — (1 —cost) = R*sin? =

2
deci curba VIVIANI are ecuatiile parametrice:

Facand calculele rezulta:

R R R t
T = Ecost—i—g,y: Esint,z::lstinE, t € [0, 2]

Remarca 4.3.2 in cele ce urmeaza vom nota cu litere mici coordonatele unui punct de pe curba si cu litere
mari coordonatele unui punct de pe planele sau dreptele atasate curbei Th punctul respectiv.

4.4  Tangenta si planul normal la o curba in spatiu

Definitia tangentei la o curba n spatiu este aceeasi ca la o curba plana:

Definitia 4.4.1 Se numeste tangenta la curba I' in punctul M pozitia limitd a dreptei determinata de
punctele M si M; de pe curba cand punctul M tinde catre M. (daca aceasta limita exista).

Teorema 4.4.1 Daca functiile z, y, z sunt derivabile n ¢ si
o (1) +y? (1) + 27 (1) £ 0
atunci ecuatiile tangentei la curba sunt (coordonatele unui punct de pe tangenta fiind notate cu (X,Y, 2)
):
X—zt) Y—-ylt) Z-=z()

70 v 70 (ETPS)

Demonstratie:
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FT(X,Y,2)

&

O

Conform definitiei derivatei unui vector si a tangentei, daca 7" apartine tangentei (vezi figura precedenta)
atunci vectorii M7 si r/ (¢) sunt coliniari, deci coordonatele lor sunt proportionale:
X—zt) Y—-ylt) Z-=z()
o) Yyl A

adica tocmai ecuatia (ETPS).

Definitia 4.4.2 Se numeste plan normal la curba I" in punctul M planul care trece prin M si este per-
pendicular pe tangenta laI" in M.

Teorema 4.4.2 Ecuatia planului normal la curba I" in punctul M este:

o () (X —z@)+y (&) (Y —yt)+2 () (Z-=2(t) =0.

Demonstratie: Rezulta din definitia planului normal si ecuatia planului determinat de un punct si un
vector perpendicular pe el.

4.5 Lungimea unui arc de curba, parametrul natural al unei curbe

Fie curba I" data parametric:
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Ne propunem sa definim lungimea acestei curbe, precum si o formula de calcul pentru lungime.

A=M,
Pentru aceasta Tnscriem 1n curba I' linia poligonala MM ... M,, (vezi figura precedentd).

Definitia 4.5.1 Se numeste lungimea curbei I" limita lungimii liniei poligonale My M;...M,, cand n — oo
si lungimea celui mai mare segment de pe linia poligonala tinde la zero.

Teorema 4.5.1 Daca functiile = (¢),y (¢), z (¢) au derivata continud atunci curba I" are lungime finita,
data de:

:f¢ﬂ@+ﬁ@+#@& (LCS)

Demonstratie: lungimea liniei poligonale MyM;...M,, este data de (¢; este valoarea parametrului ¢
corespunzatoare punctului M;):

= Z Vi ) =2 () + () —y () + (5 (1) — 2 (111))° =

n
= Y-t ) V@ TG T 2 )
=1
unde &;,¢;,0; € (ti—1,t;). Se demonstreaza la analiza matematica ca limita lui [,, cdnd n — oo §i
max, t; — t;—1| — 0 este tocmai integrala din partea dreapta a egalitatii (LCS).O]

= 1n|

Definitia 4.5.2 Se numeste parametrul natural s al curbei I" lungimea arcului de curba AM, A fiind
punctul de coordonate (x (a),y (a), z (a)), iar M punctul de coordonate (z (t),y (t), 2z (¢)).

Din theorem precedenta rezulta imediat:

Corolarul 4.5.1 Parametrul natural al curbei este dat de:

s=s(t) = / Va2 (1) + y2 (1) + 22 (1)dr. (4.5.1)

Remarca 4.5.1 Daca in loc de parametrul ¢ se considera ca si parametru parametrul natural s se obtine o
parametrizare echivalenta a curbei (vezi remark 4.2.2), numita parametrizarea naturala:

T(s)=a(s)i+y(s)j+z(s)k,s€[0,1(T). (4.5.2)

Teorema 4.5.2 Daca curba I" este parametrizata natural atunci:
| (s)] = 1. (45.3)
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Demonstratie:
r(s) = 2()i+y (5)T+2 (s)k=
dt dx (t)-  dt ~ dt

_ - e e
= 3 oa Ty Wit g

_ @iy Qi+ Ok

ds
dt

g )i+y @)j+2 )k
VA2 (@) + g2 (1) + 22 (1)
de unde calculand modulul rezulta formula (4.5.3).
Din teorema precedenta si corolarul 4.5.2 rezulta:

(t) k

Corolarul 4.5.2 Vectorul 7" (s) este perpedicular pe 7/ (s) .

4.6 Reperul si formulele lui Frenet

Din corolarul 4.5.2 rezultd, notand cu 7 = 7’ (s) versorul tangentei si cu 7 versorul lui 7 (s) , :

=Kn (4.6.1)
unde K este functie de s care se va preciza.

Definitia 4.6.1 Se numeste normala principald la curba I" in punctul M dreapta care trece prin M si are
ca vector director versorul 7 (versorul normalei principale).

Definitia 4.6.2 Se numeste curbura curbei I in punctul M lungimea vectorului ‘jl—i (adica K din formula
(4.6.2))

Definitia 4.6.3 Se numeste versorul binormalei la curba I" in punctul M versorul b definit de:
b=Tx7

si se numeste binormala la curba I' n punctul M dreapta dreapta care trece prin M si are ca vector

director versorul b.

D%initia 4.6.4 Se numeste reperul lui Frenet la curba I Tn punctul M reperul {M,7,m,b} .



Reperul lui Frenet

Sa calculam acum derivatele versorilor reperului lui Frenet in raport cu parametrul natural al curbei T".

Derivata lui 7 este(vezi 4.6.1):
d?

_ 1S
Derivata lui b este un vector perpendicular pe b si:
db dT N T T X )
R —_— — n —_— =
ds ds g ds
s
= KAxT+7Tx — =
S
=y dn
= T —_—
_ _ds
deci % este perpendicular si pe 7. Prin urmare %_este coliniar cu 7@ (a doua formula a lui Frenet):
db =-Tn (4.6.2)
ds

Definitia 4.6.5 Se numeste torsiunea curbei I' Tn punctul M functia 7" de s definita de (4.6.2).

Sa calculam acum 2. Deoarece

m=0bXT
avem:
dn d dr
= = 1 XT+bX i
= - ThAxT+bx Kn=
= Tb— KT7.
Am obtinut astfel cea de a treia formula a lui Frenet:
‘é—f = — K7+ Tb. (4.6.3)

Remarca 4.6.1 Cele trei formule a lui Frenet se pot retine ugor sub forma unui tabel:

T n b
-
1 o0 | K]0
ds
K0 |7 (4.6.4)
bl | -T]|0
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Exemplul 4.6.3 Dacd 7 =T (t) reprezinta legea de miscare a unui punct material, atunci:

— - d_i_dS__ _
v(t) = T(t):%—aT—UT
a) = F)=v@0)=

d dv dr

E(’UT) = ET""U% =
dv_ dT ds B dv

_ 2
— —_ _— = — K =
gt Vasat @ TUAT

= dtT Rn— t Qp,

4.7 Triedrul lui Frenet

Definitia4.7.1 Se numeste plan osculator la curba I" in punctul M planul determinat de punctul M si
versorii 7, 7.

-
wA

Remarca 4.7.1 Se demonstreaza ca planul osculator este pozitia limita a unui plan care trece prin punctele
M, My, M, cénd M;, Mo tind (pe T') catre M.

Definitia 4.7.2  Se numeste plan rectifiant la curba I' n punctul A/ planul determinat de punctul A si
versorii 7, b.

Definitia 4.7.3 Se numeste triedrul lui Frenet la curba I" in punctul M triedrul format din planul oscula-
tor, planul normal si planul rectifiant in punctul M, precum si din dreptele de intersectie ale acestor plane:
binormala, tangenta, normala principala.



Triedrul lui Frenet

Sa presupunem acum ca curba I" este data parametric:

x =z (t)
y:y(t) tE[a,b]
z=2z(t)

Ne propunem sa aflam ecuatiile elementelor triedrului lui Frenet in functie de ¢.
Ecuatiile tangentei si planului normal sunt deja aflate.

Avem:
_ dr r'(t
TS L d(s)
dat
(r’(t))l
dr = ),
— pr— d pr—
oo @ _
r!! (t)% — —itﬁr (t)

T

Din ultima egalitate si prima formulZ a lui Frenet rezulta c& 7 este coplanar cu r” (t) si r/ (t) , deci planul

osculator este planul determinat de M, 7 (t) si / (t), prin urmare ecuatia sa este:

X—z(t) Y—yit) Z—2(t)
' (t) Y (t) 2 (t) =0 (EPLO)
" (t) Yy (t) 2" (1)
Din ecuatia precedenta rezulta ecuatiile binormalei, ca dreapta perpendiculara pe planul osculator:
X —z(t) B Y —y(t) B Z —z(t)
y () 2'(t) J) @) | | ¢
‘ y' () () 2" () 2" () ‘ " (t) y" (t) '

Planul rectifiant are ca si normala normala principala:
m=>bx

(EB)

Din cele de mai sus rezulta ca . este paralel cu

i j A
(M@ <7 ®) <70 = ‘yy((t)) 5%))‘ ‘f(é)) ff((?)‘ ‘;c((?) 3((?)‘ _
2 (t) Y (t 2 (t)
= Ai+Bj+Ck
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Prin urmare ecuatia planului rectifiant este:
AX—z)+BY —yt)+C(Z—-2(t)=0 (EPR)
iar ecuatiile normalei principale sunt:
X—a(t) Y—yt) Z-=z(t)
A N B - C

(ENP)

Exemplul 4.7.4 Sa se determine elementele triedrului lui Frenet pt curba:
T =acost,y =asint,z =bt,t € R
(elice circulara=arc)

7(t) = acosti+ asintj + btk

v (t) = —asinti+acostj+ bk

" (t) = —acosti—asintj

Ec. tangentei si planului normal:
X —acost Y —asint Z-—bt
—asint acost b
—asint (X —acost)+acost (Y —asint) +b(Z—-bt) = 0

_ . i J k
() xr"(t) = | —asint acost b |=

—acost —asint 0
= absinti — abcost] + o’k
Deci ec. planului osculator si ale binormalei sunt:
bsint (X —acost) —bcost(Y —asint) + a(Z — bt) =0
X —acost Y —asint  Z—0bt
bsint ~  —bcost = a

i J k
(r’ (t) x r' (t)) xr'(t) = a| bsint —bcost a |=
—asint acost 0

2 2

= —a®costi —a’sintj
Ec. plan rectifiant si normalei principale:
—cost (X —acost) —sint(Y —asint) = 0
X —acost Y —asint Z-—0bt
—cost N —sint 0

lungimea unei spire:

2T
[ = / Va2sin?t + a2 cos2 t + b2dt = 2w/ a2 + b2
0

4.8 Calculul curburii si torsiunii

Teorema 4.8.1 Daca curba I este data vectorial:

80- rt)=a®)i+yt)j+zt)E tea,b]



atunci:

Exemplul 4.8.5 Sa se calculeze curbura si torsiune la elice.

Avem
acosti + asintj + btk

t)
) = —asinti+acostj + bk
)
)

(

(t
(t) = —acosti—asintj
7 (t

" ()] = Va2sin?t + a2 cos2 t + b2 = /a2 + b2

| B

<

= asinti —acostj

ﬁ\

r(t) x " (t)’ = |absinti — abcostj + CLQE‘ =

= Va2b?sin?t + a2b? cos? t + at = a/a? + b2
NETE  a
<\/m)3 - a2 + b2’
(o) = (O 0.7 0) =

7T - (M0 x ) =

= (asinti —acostj) - (absinti — abcostj + a’k) =
( ) (

= a?bsin®t + a®bcos®t = a?b

deci:
K =

deci:
a2b B b

(avamFw)’ @+

Teorema 4.8.2 Daca curbura unei curbe este identic nula, atunci curba este un segment dintr-o dreapta.

Teorema 4.8.3 Daca torsiunea unei curbe este identic nuld, atunci curba este o curba plana, planul curbei
fiind planul osculator in un punct arbitrar.

Exemplul 4.8.6 Sa se dem. ca curba I" data parametric de :
= apt® + byt + Coy Y = ayt2 +byt +cy,z = at> + bt +c,
unde a,, ... sunt constante este o curba plana si sa se afle planul ei.

Solutie: avem 17 (t) = (2azt + by) i+(2ayt + by) 7+ (2a.t + b)) k, r” (t) = (2a,) i+ (2ay) j+(2a.) k,
" (t) = 0 deci T = 0. Planul curbei este planul osculator intr-un punct arbitrar:
X — (agt? + byt +cz) YV — (a2 + byt +cy) Z— (a:t?+ bt +cs)
2a,t + b, 2a,t + by 2a,t + b, =0

2a, 2ay 2a, 83



Facand calculele obtinem:
(2a.by — 2ayb.) X + (2a;b, — 2a:b,) Y + (2ayby — 2a,.by) Z+
+ (2azbyc. — 2a,b.cy — 2aybyc. + 2ayb.cp + 2a.b,cy — 2a.byc,) =0

4.9 Geometria diferentiala a suprafetelor

49.1 Generalitati

Definitia 4.9.1 Se numeste suprafata data parametric multimea punctelor din spatiu ale caror coordonate

sunt date de:
x =z (u,v)
y=y(u,0) (EPS)
z =z (u,v)

unde (u,v) iau valori intr-o multime plana D.

Remarca 4.9.1 De fapt suprafata nu este altceva decét "deformarea” multimii plane D.

Exemplul 4.9.1 Fie torul dat parametric:

r = (a+bcosu)cosv
y = (a+bcosu)sinv
z = bsinu

,(u,v) € 10,27] x [0,27].

Remarca 4.9.2 Ecuatiile (EPS) se pot scrie si vectorial, notdnd cu 7 vectorul de pozitie al unui punct de
pe suprafata:

=

7T = T(u,v)= )

(u,v) i +y (u,v)j+ 2 (u,v) k (4.9.1)

\
8

Definitia 4.9.2 Se numeste suprafata data explicit multimea punctelor din spatiu a caror coordonate sunt
date de:
urécie (x,y) iau valori intr-o multime pland D.



Definitia 4.9.3 Se numeste suprafata data implicit multimea punctelor din spatiu a caror coordonate ver-
ifica:
F(z,y,2) =0 (EIS)

Exemplul 4.9.2 Sfera cu centrul in origine si de raza R poate fi data:
implicit : 22 +¢? + 22 = R
explicit : 2z =4+/R2— 22 —y?
parametric : 1z = Rcosusinv,y = Rsinusinv,z = Rcosv,
u € [0,27],v€[0,m7].

Definitia 4.9.4 Se numeste curba pe o suprafata data parametric mulfimea punctelor de pe suprafata
pentru care:
u = ¢(v)sauv =1 (u) sauh(u,v) =0
sau u, v sunt functii de un parametru ¢.

Exemplul 4.9.3 Curbele de coordonate: curba de coordonata v : u = ug(constant), curba de coordonata
u : v = vg(constant). Pe sfera acestea sunt "paralelele™ si "meridianele™:

/4/

B
9
Wil
90

3
TSSS

2

9

>77
S22

pass
Aeeesy
N 2

S

NSO

NN

T

\}\

\N

4.10 Plan tangent si normala la o suprafata
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Figura precedenta
Fie o suprafata data vectorial, M un punct pe suprafata, 7,,, 7, .derivatele partiale ale vectorului de pozitie

ur v

al punctului M.

Teorema 4.10.1 Tangenta la orice curba de pe suprafata care trece prin M este coplanara cu 7, 7.

Demonstratie: Dacd curba este datd u = ¢ (v) atunci tangenta la curba are vector director 7,¢’ (v) +
7.0
Definitia 4.10.1 Se numeste plan tangent la suprafata in punctul M planul format din toate tangentele la
curbe de pe suprafata care trec prin M.

Definitia 4.10.2 Se numeste normala la suprafata in punctul A7 normala la planul tangent la suprafata in
punctul M.

Teorema 4.10.2 Ecuatia planului tangent la suprafata in punctul M este:
X —z(u,v) Y—yuv) Z-—z(uv)

ng (U, U) y':l, (’LL, U) Z:L (U, U) =0 (EPTS)
4y, (u,v) Yy (u,v) 2, (u,v)
iar ecuatiile normalei la suprafata sunt:
X -z (u,v) _ , Y —y(u,v) B Z — z(u,v) (ENS)

Yo (u,0) 2, (u,0) y, (u,0) g, (u,v)
Yy (u,v) 2z, (u,0) zy (u,0) Yy (u,0)

Demonstratie: (vezi si figura precedenta) Conform definitiei (4.10.1) si teoremei (4.10.1) planul tangent
este determinat de punctul M si vectorii 7,,7,. Notand cu (X, Y, Z) coordonatele punctului 7" din planul

tangent rezulta ecuatia (EPTS). Analog, cu (X, Y, Z) coordonatele punctului N de pe normala si tinand
cont c& vectorul director al normalei este 7, x 7,

2 (u,v) ), (u,v) ’ B
2 (u,v) ) (u,v)

] J k
T, X T, = ot (u,v) Yl (u,v) 2 (u,v) (4.10.2)
zy, (u,v) Yy (u,v) 2, (u,0)

rezulta (ENS).O

Remarca 4.10.1 Consideram numai suprafete cu "2 fete", adica in fiecare punct de pe suprafata normala
data de (normala) este unic determinata ca sens.

Remarca 4.10.2 Daca suprafata este data explicit (EES) atunci, folosind notatiile lui Monge:
_of _of

p=2—,q=
P P
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ecuatia planului tangent devine:

iar ecuatiile normalei:
X—2 Y-y Z-f(z,9)

D q -1

Fie sfera data
parametric: x = Rcosusinv,y = Rsinusinv, z = Rcoswv,
u € [0,27],v € [0,m7].
Atunci ecuatia planului tangent intr-un punct arbitrar este:
X — Rcosusinv Y — Rsinusinv Z — Rcosv

—Rsinusinv Rcosusinwv 0 =0
Rcosucosv Rsinucoswv —Rsinv
iar ecuatiile normalei sunt:
X — Rcosusinv B Y — Rsinusinwv - Z — Rcosv
Rcosusinwv 0 N

Rsinucosv —Rsinwv —Rsinv Rcosucosv Rcosucosv Rsinucosv

Daca consideram ecuatia explicita:

‘ 0 —Rsinusinwv ' ' —Rsinusinv Rcosusinv

2= /RZ— a2 — 42

atunci
—2x —y

p= q =
2/R2—x2—y2 R2—x2—y2
si ecuatia planului tangent in punctul (w, Y,/ R? — 22 — y2>va fi:

—Z (X — )+ Y (Y—y)—(Z—\/m) =0

RQ—xQ—yQ R2—a:2—y2

X +yY +27Z = R?
iar ecuatiile normalei Tn acelasi punct:

X—z Y-y _Z_1/R2_x2_y2
—x - 7y - _1 .
\/RQ_xQ_y2 \/R27z27y2

Remarca 4.10.3 Daca suprafata este data implicit:

F(r,y,2)=0
din TFI
ox %—5
L
oy G
inlocuite n
—x(X—:L‘)-i—a—y(Y—y)—FE(Z—Z):O

Exemplul 4.10.4 Pt. sfera
B+ +22-R2=0
oF oF oF

9, 9, %
Ox gU’@y Y52 :
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ec. plan tangent:
20 (X —x)+2y (Y —y) +22(Z — 2)
tX +yY + 27 — R?

I
o

Exemplul 4.10.5 Plan tangent la H1:
P +yP—22—-1=0
este
X +yY —2Z-1=0

4.11 Lungimea unei curbe pe o suprafata

Y,

Se stie

deci:
u' (t) + i () =
= et ()2 4+ 2007 (8) 0 (8) + o (8)?
rezulta (tindnd cont cd ' (t) dt = du ):
ds® = rlrldu® + 2rlrldudv + Tl dv? =
= FEdu® + 2Fdudv + Gdv*

unde:

(20)” + () + (1)
Ty, Ty + YuYo + 202y
G = (@) + W)+ (=)

&
I
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Lungimea unei curbe I" pe suprafata va fi:

Remarca 4.11.1 Formula (4.11.1) poarta denumirea de prima forma patratica a unei suprafete.

Exemplu: Sa se calculeze lungimea unui meridian pe sfera de raza R. Ec. par. x = Rcosusinv,y =
Rsinusinv, z = Rcoswv. pt. un meridian avem v = ct.,v € [0, 7

= —Rsinusinv,y, = Rcosusinv, z,, = 0

T,

x,, = Rcosucosv,y, = Rsinucosv, 2z, = —Rsinv

E = (—Rsinusinv)? + (Rcosusinv)? + 02 = R%sin?v
F = .=0

G = (Rcosucosv)? + (Rsinucosv)? + (—Rsinv)? = R?

w = ct. atunci du = 0

I(r) = /Fds—

= /\/R281n20-02+R2dv2—/ Rdv = Rm
0 0

Daca se calculeaza lungimea unei "paralele” v = vg atunci se obtine [ = 27 R sin vg.

4.12 Unghiul a doua curbe situate pe o suprafata

Pe suprafata avem doua curbe I'; si I'; care se intersecteaza in M. Daca notam diferentialele lui u, v pe
I'1 cu du, dv si diferentialele pe T'y cu du, dv atunci unghiul curbelor va fi dat de:

cos o — Eduéu + F (dudv + dudv) + Gdvév (4.12.1)

VEdu? + 2Fdudv + Gdv?v/ Edu? + 2Féuds + Gév?
unde E, F', G se calculeaza Tn punctul M. Daca curbele sunt curbe de coordonate atunci dv = 0, du = 0 Si
unghiul va fi

Fdudv _F
VEduvGév  VEG

acest unghi este /2 dacd si numai daca F' = 0.

CoOs&x =

4.13 Elementul de arie al unei suprafete

Definitia 4.13.1 Se numeste elementul de arie al unei suprafete aria (notata do) paralelogramului con-
struit pe vectorii !, du, ! dv.
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Teorema 4.13.1 Elementul de arie este:
do = |E X E‘ dudv =

= VEG — F2dudv

Avria suprafetei va fi:

A:/daz// vV EG — F2dudv
S D

Exemplul 4.13.6 Aria sferei, care e data parametric: x = Rcosusinv,y = Rsinusinv, z = Rcosv.

,u € [0,2n],v € [0,7]. E = R?sin®v,G = R%, F = 0. Aria:
i 27 2m T
/ ( vV R4 sin? vdu> dv = R? / du / sinvdv =
0 0 0 0

= R*21(—cosv) [T = 47 R>.

Exemplul 4.13.7 Aria torului:
= (a+bcosu)cosv
= (a+bcosu)sinv
z = bsinu
,(u,v) € [0,27] x [0,27] . Avem:
E xf + yf + zf =
= (—bsinucosv)® + (—bsinusinv)? + (bcosu)? =
— 2
G = 2?4y +2%=(—(a+bcosu)sinv)? + ((a + beosu) cosv)? =
= (a+bcosu)?
F = (=bsinucosv)(— (a+ bcosu)sinv) 4+ (—bsinusinv) ((a + bcosu) cosv) =
=0
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aria torului va fi:

2w 2m
/ </ b(a+bcosu)du> dv =
0 0

2m
= 27rb/ (a+bcosu)du =
0

= 27b(au+ bsinu) [J7 =
= 2bm2ar = 4n’ab.

Exemplul 4.13.8 Sa se calculeze el. de arc si de arie pentru suprafata pseudosfera):

T = asinucosv
Yy = asinusinv
U
z = a lntan§+cosu

Formulele:

ds? = (@@, + Yoy + 2u2,) du’ + 2 (@@, + YLy, + 2,2) dudv + + (227, + Yy, + 2,2,) dv? =

2
= [ a® cos® ucos? v + a? cos?® usin? v + a? (1/2t L1 - sinu) du?+
ang COSs E
+2 (—a2 COS 1% COS v sinu sin v + a2 cos u sin v sin u cos v + O) dudv + (a2 sin2 usin? v + a2 sin? u cos? v
. 2 .
= (a2 cos? u + a? ( L _ sin u) > du? + a? sin? udv? =

sinu
4 . 2 .
=a2 (Cos2 u+ M) du? + a2 sin? udv? = a2 du? + o2 sin? udv?

sin? u sin? u
deci:
2

cos” u .
ds? = aQTdu2 + a? sin® udv?®

sin” u

2
L. cos” u .
adica : F=a?= 3 ,F=0,G=da’sin’u
sin” u

elementul de arie:
do =/ EG — F2dudv = a® |cos u| dudv

Exemplul 4.13.9 Folosind cele calculate sa se afle unghiurile dintre curbele:

U

Iy v:lntan§
U
Iy v:—lntan§

din ec. date rezulta:Intan § = 0 de unde tan§ = 1 adica § = % adica v = % si v = 0. Formula pt.
unghi:

Edudu + F (dudv + dudv) + Gdvdv
VEdu? + 2Fdudv + Gdv2vVEéu? + 2Fsudd + Gév?
u=73%siv=0(E=0,F=0,G=a?) iar pentru prima curbd dv =

cosax =

unde E, F, G sunt calculate pentru

du, iar pentru a doua dv =

T
———=0wu de unde
2
a’du (—6u)
cosq = =-1
Va2du?y/a? (—6u)?
a=Tm
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Sd se calculeze lungimea unei "bucdti” din I'y pentru w € [uq, us] .

U2
{ (Fl) = / ds =
2y, du2
/ \/ 2898 u2+a2sm2u 1; =
sin? sin® u

24
/ \/COS +1du—a/
sin? u smu
tan

= almtan—|“2 =aln

uy -
tn2
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