2.3.2 Dreaptain spatiu

Dreapta determinata de un punct si un vector paralel cu ea

Fie 0 dreapta d determinatd de un punct My i un vector & = mi +nj -+ pk -numit vector director al dreptei-(o
"directie™) paralel cu ea, conform figurii:

Daca M este un punct arbitrar pe dreapta, acest lucru este echivalent cu (vezi remarca 2.2.1):
MMy =17, t € R
Considerand ca M are coordonatele (x,y, z) iar My are coordonatele (o, yo, 20) , egalitatea de mai sus devine:
(x—m0)i+ (y—yo)J+ (2 — 20) k =t (mi+nj +pk).
Egaland coordonatele vectorilor din egalitatea vectoriala rezulta:

r =mt+ xg
y=nt+yo ,teR (EPD)
z=7pt+ 2o

Ecuatiile de mai sus poarta numele de ecuatii parametrice ale unei drepte Tn spatiu. Daca rezolvam fiecare
ecuatie Tn din (EPD) in raport cu ¢ si egaldam rapoartele astfel obtinute rezultd ecuatiile canonice ale unei
drepte Tn spatiu:
r—x — zZ — Z
0_Y—Y% _ 0 (ECD)

m n P

Remarca 2.3.6 Ecuatiile parametrice ale unei drepte se pot interpreta ca legea de miscare a unui punct material
care pleaca din M si se deplaseaza cu viteza constanta v.

Dreapta ca intersectie de doua plane neparalele

Fie dreapta d = II; N Iz, conform figurii de mai sus. Daca ecuatiile celor doua plane sunt:
II; Alx—l-Bly—i-ClZ—i-Dl:O
I, Asx 4+ Boy + Coz+ Dy =0
atunci coordonatele oricarui punct de pe dreapta verifica sistemul:
{ A+ Biy+Ciz+ D1 =0
Agx 4+ Boy + Coz+ Dy =0
Ne propunem sa deducem din ecuatiile de mai sus ecuatiile canonice ale dreptei. Pentru aceasta sa observam ca

vecor director al dreptei se poate produsul vectorial al normalelor la cele doua plane, deoarece este un vector in
-20-

(EDDP)



ambele plane, deci perpendicular pe ambele normale:
) J k B Oy
| B2 G

T=NixNo=| A B

Az By O

(am folosit expresia analitica a produsului vecorial (2.2.8)). Punctul M, de pe dreapta il alegem ca avand coor-

donatele o solutie oarecare a sistemului (EDDP). Atunci ecuatiile canonice ale dreptei determinate de doua plane
sunt:

Cy A

A2 BQ

r—® _ _Y—Y% _ _FT*
Bl 01 Cl Al Al Bl '
Bg CQ 02 A2 A2 B2

Exemplul 2.1 S& se scrie ecuatiile canonice ale axei Oz stiind ca ea e intersectia planelor xOy si xOz. Ecuatia
planului zOy este z = 0 iar ecuatia planului zOz este y = 0, deci ecuatiile axei Oz sunt:

z2=0
y=0

0 y—0
1 10
0 00

Ecuatile canonice ale axei Ox vor fi:

z
1o
0

sau facand calculele:

Distanta de la un punct la o dreapta
Fie punctul M (z1,y1,21) Si dreapta d de ecuatii canonice (ECD). Distanta de la punctul dat la dreapta este
—
egala cu indltimea h a paralelogramului construit pe vectorii v si My M , conform figurii de mai jos:

M

I\/IO
Folosind operatiile cu vectori rezulta:

—_—
‘@ X MOM‘
h R ———

v
p m
21— 20 X1 — X

n p
Yr — Yo 21— 20
/m?2 +n? + p?

Remarca 2.3.7 Distanta de la un punct la o dreapta se poate afla si ca minimul distantelor de la punctul dat la un
punct care parcurge dreapta, Tn acest caz folosindu-se ecuatiile parametrice ale dreptei si caculand minimul unei
functii de grad 2.

m n
T1—%o Y1 — Yo
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Pozitia relativa a trei plane

Fie planele IT; 7 = 1, 3 trei plane. A stabili pozitia lor relativa inseamna a determina punctele comune. Din
punct de vedere algebric aceasta este echivalent cu discufia sistemului format cu ecuatiile celor trei plane:
Ayx + By + Crz = —Dq
Asx + Boy + Coz = — Doy (STrei)
Asx + By + C3z = —Dg3
Discutia sistemului este urmatoarea:
A1 B Oy
1. Sistemul (STrei) are solutie unica, daca determinantul | A, Bs 5 | este nenul. Geometric Tnseamna ca
As Bs Cs
cele trei plane au un singur punct comun (normalele la plane nu sunt in acelasi plan), vezi figura urmatoare:

Al Bl Cl

2. Rangul matricei | Ay Bs (5 | este doi, iar sistemul este incompatibil, Tn acest caz sunt doud subcazuri:
A3 Bg 03

(@) Doua linii din matricea de mai sus sunt proportionale. Atunci doua plane sunt paralele, si sunt intersectate

fiecare de cel de al treilea plan, conform figurii:

(b) Matricea de mai sus nu are linii proportionale. Atunci planele se intersecteaza doua cate doua dupa drepte

paralele:
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A1 Bl Cl

3. Rangul matricei | Ay By (s
A3 B3 03

au o dreapta comuna:

este doi, iar sistemul (STrei) este compatibil nederminat. Cele trei plane

A B

4, Rangul matricei | A2 Bs Cy | esteunu.
As Bz Cj
(a) Daca sistemul (STrei) este compatibil atunci cele trei plane coincid.

(b) Daca sistemul (STrei) este incompatibil, atunci planele sunt paralele.

Fascicol de plane

Fie planele 1y, I15 de ecuatii
II; A1$+Bly+01Z+D1:O

I, : Asx + Boy + Coz+ Dy =0

Definitia 2.3.4 Se numeste fascicol de plane multimea planelor care au ecuatia:
A (Alx + By + Ciz + Dl) +u (Agw + Boy + Coz + DQ) =0

unde A\, 1 € R .Planele I1, TI, se numesc planele de baza ale fascicolului.

(fasc)

Remarca 2.3.8 Daca planele nu sunt paralele, atunci pentru A, x ludnd toate valorile reale obtinem toate planele
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care trec prin dreapta de intersectie, iar daca sunt paralele, toate planele paralele cu ele.

Exercitiul 3.2 Sa se afle ecuatia planului care tece prin dreapta de ecuatii —3(z — 1) = 2(y + 2), 2(y + 2) =

—3(z — 2) si care este perpendicular pe planul 3z + 2y — z — 5 = 0.

Unghiul dintre o dreapta si un plan
Fie dreapta d si planul II.

Definitia 2.3.5 Unghiul 3 dintre dreapta d si planul IT este unghiul dintre dreapta si proiectia ei pe plan.

Daca dreapta e data sub forma (ECD) iar planul sub forma (EGP) atunci , conform figurii:

e

Vv
I
51 _= S N_ _= =
sin 3 cos( ,v) No
Am + Bn+Cp

VA2 + B2 4 H2\/m? + n? + p?
Pozitia relativa a doua drepte n spatiu

Fie dreptele dy, dy de ecuatii:
Tr — I

m1
Xr — I9

m2

Ele n-au Tn general puncte comune (patru ecuatii cu trei necunoscute) daca:
e —
<M1M2,@1,52> #0
Daca
ey ——
<M1M2,§1,52> =0
atunci sunt trei posibiltati:
1 R="= p1 , My ¢ do, dreptele sunt paralele.
2, B M 1;; M, € dy dreptele coincid.
3. daca nU'sunt cazurile precedente, dreptele se afla in acelasi plan (care?) si au un punct comun.
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AB este perpendiculara comund a dreptelor A si A

2

1

Perpendiculara comuna a doua drepte in spatiu
Fie Tn spatiu dreptele d1, ds de ecuatii:

r—T _ Y-y _ - A
m1 B ni B Y41
T—T2 _ Y—Y2 22— 2
m2 B n2 B P2 '

, heparalele.

Definitia 2.3.6  Se numeste perpendiculara comuna a celor doua drepte o dreapta care le intersecteaza pe aman-
doua si este perpendiculara pe fiecare.
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