Algebra liniara |

1 Recapitulare cunostiinte de algebra din clasa Xl-a

In clasa a Xl s-a studiat la algebra problema existentei solutiei® si calcularii solutiei
sistemelor liniare? (adica sisteme care contin doar ecuatii de grad intai) de forma:

AX =B, (1.1)
unde A este o matrice cu m linii si n coloane (conform notatiilor de la Tnceputul cursului:
A = laij];_17 i—t7 € Mm,n), X 0 matrice cu n linii si o coloana (X = [z;);,_17 € M, 1),
iar B este 0 matrice cu m linii si 0 coloana. (B = [bj]] T € M..1). Se stie ca folosind
operatiile cu matrice sistemul 1.1 este scrierea prescurtata pentru sistemul (vezi notatiile

L adici exists, pentru matrcele A si B date, o matrice X care verifica 1.1.
2 cum se pot afla toate matricele X care verifica sistemul 1.1 (adica toate solutiile).



de la Tnceputul cursului):

a11T1 + a1909 + a13x3 + ... + a1, = by

211 + 22T2 + A23T3 + ... + A2, Ty = bo

§  G3171 + azexs + azgzsr3 + ... + az,r, = by . (1.2)
| 41 %1 + Qs + 33 + ... + GppTy = by,

Pentru a da raspuns la cele doua probleme s-a introdus n clasa Xl-a notiunea de
determinant a unei matricei patratice de ordin n. Reamintim aci aceasta definitie:

Definitia 1.1 Se numeste determinantul matricei A € 9J%, un numar real notat cu det (A) (sau
|aij; j_17;)dat de formula:

det (A) = Z 5GN (0) A15(1)A25(2) * -+ * Ono(n)s (1.3)
oes,
unde prin S, s-a notat multimea tuturor permutarilor multimii {1,2, ..., n}3, iar prin sgn (o)
semnul permutarii o.(vezi [?]).

Remarca 1 Calculul unui determinant nu se face cu formula 1.3 decat pentru n = 2

3 adica toate functiile bijective o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.
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a1; a2
a21 a22
n > 3 calculul determinantilor facandu-se prin utilizarea proprietatilor lor (dezvoltarea
dupa elementele unei linii (coloane), adunarea elementelor unei linii (coloane) inmultite
cu un numar la elementele corespunzatoare altei linii (coloane) in scopul obtinerii de cat
mai multe elemente nule,...).

= 11092 — A91a12) SAU n = 3 (reqgula lui Sarrus sau regula triunghiului), pentru

Fie A € M,

Definitia 1.2 Se numeste minor de ordin & (k < min {m, n}) al matricei A determinantul unei
matrice patratice de ordin £ obtinute din matricea A alegand doar £ linii 7; < 15 < ... < 7 din
liniile matricei A si k coloane j; < j5 < ... < j; din coloanele matricei A.

Remarca 2 Un minor de ordin k£ al matricei A este deci de forma;

‘aiqu‘p.qzl,k ’ (14)
Il < << < <m,1 << p<.. . .<isn

Cu ajutorul notiunii de minor de ordin £ al unei matrice A se defineste in [?] notiunea

de rang al unei matrice:
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Definitia 1.3 Se numeste rang al unei matrice A € 9, ,, un numar natural k£ (notat rang (A))
cu proprietatile:

1) exista un minor de ordin & al matricei A nenul;

2) toti minorii de ordin mai mare decét £ ai matricei A sunt nuli.

Daca notam cu A matricea extinsa a sistemului 1.1 (adica matricea formata din
adaugarea la matricea A a unei coloane formate din elementele matricei B) atunci
problema existentei solutiei sistemelui 1.1 este data de urmatoarea teorema:

TEOREMA 1.1 (Kronecker-Capeli) Sistemul 1.1 este compatibil* daca si numai daca rangul
matricei A este egal cu rangul matricei A.

Pentru rezolvarea sistemelor liniare e necesar sa se introduca notiunea de inversa
a unei matrice. Conform manualului [?] vom numi matrice unitate de ordin n matricea
notata cu I, care are elementele de pe diagonala egale cu 1 iar celelalte nule. Folosind
simbolul lui Kronecker definit de:
l,i=7
0;; = S 1.5
K 0,0 #j " (13)

4 adicd are cel putin o solutie X € 9, ;.



matricea unitate /,, se poate defini astfel:

I, = [5753']@',]':1,_71- (1.6)
Principala proprietate a matricii unitate (de ordin n) este data de:

Proposition 1.2 Oricare ar fl matricea A € 9,,, Sl oricare ar fi
matricea C € 9, ,,, sunt verificate egalitatile:
Al,=A, I,C=C. (1.7)

Remarca 3 Formulele 1.7 justifica denumirea de matrice unitate pentru 1,,.

Fie acum A € 91,,.

Definitia 1.4 Matricea A se numeste inversabild daca exista o matrice notatd A~ astfel incat:
A-At=A1A4=1, (1.8)
iar matricea A~! care verifica relatia de mai sus se numeste inversa matricei A.

Existenta si modul de calcul al matrcei A~ sunt date de:



TEOREMA 1.3 A~! existd daca si numai daca det(A) # 0 si in acest caz:

ATl =

 det (A)

1
A*

unde A* este adjuncta matricei A, si se defineste astfel:

A" = [Ajj] =

ji=Ln

_AH Agl
A12 A22

Ay, Ay,

Ann

(1.9)

: (1.10)

in1.10 A;; = (—=1)""7 A;; (numit complementul algebric al elementului a;;), iar A;; este minorul
de indice ¢ si j (corespunzator elementului a;;) al matricei A care este determinantul matricei de
ordin n — 1 care se obtine din matricea A eliminand linia ¢ si coloana j.

Folosind inversa unei matrice solutia sistemului 1.1 In cazul m = n este data de:

TEOREMA 1.4 (Regula lui Cramer) Daca det (A) # 0 atunci sistemul 1.1 are solutie unica

data de:

X=A"'.B.

(1.11)
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Remarca 4 Tinand cont de regula de Tnmultire a doua matrice, de formula 1.9, si de
dezvoltarea unui detreminant dupa elementele unei linii, formula 1.11 este echivalenta
cu formulele:

AV

i =, t=1,n, 1.12
T qer(ay T (1.12)

unde A, sunt determinatii matricei obtinute din matricea A prin inlocuirea coloanei cu
numarul : cu coloana termenilor liberi (elementele matricei B) din sistemul 1.1.

Teoremele 1.1 si 1.4 rezolva (teoretic) problemele existentei si calculului solutiilor
sistemului 1.1, caci pe baza lor rezolvarea sistemului 1.1 se face in urmatorii pasi:

1. Se calculeaza k = rang (A) si k; = rang (A)

2. Se verifica daca k = ky; In cazul egalitatii se trece la pasul urmator, in cazul
neegalitatii se mentioneaza ca sistemul 1.1 este incompatibil si se opresc calculele.

3. Minorul de ordin £ nenul se noteaza cu A,,,. Si se humeste minorul principal al
sistemului. Necunoscutele care au coeficienti in A,,;, S&€ humesc necunoscute
principale, iar celelalte necunoscute secundare®, ecuatiile care au coeficienti in

® daca nu exista necunoscute secundare (k = n) sistemul 1.1se numeste compatibil determinat, daca exista necunoscute secundare
91 > k) atunci sistemul se numeste nedeterminat (simplu nedeterminat pentru n — k£ = 1, dublu.nedeterminat pentrun — k& = 2,...)



Aprine S€ NUMESC ecuatii principale, iar celelalte ecuatii secundare. Se formeaza un
sistem numai din ecuatiile principale ale 1.2, in care termenii care confin necunoscute
secundare se trec in partea dreapta.

4. Se rezolva conform regulii lui Cramer sistemul astfel obtinut, necunoscutele secundare
luand valori arbitrare.

In legatura cu cele de mai sus, recomandam rezolvarea urmatoarelor exercitii:

Exemplul 1.1 Sa se calculeze determinantul Vandermonde:

2 n—1

1 a2y a:% o I 1

n_

1 2 ;U% oo Ty 1

— n—
Vi(xy, 2o, ..cyxy) = |1 o3 x5 ... o}

2 n—1
I ) z; ... x,

Exemplul 1.2 Sa se demonstreze ca solutia generala a sistemului omogen (rangul ma-
tricei sistemului fiind 2):

a1 + apy + azz =0

91T + G20y + a9z3z =0



ail a2
a21 422

a2 Aa13

se poate scrie sub forma: r = A
a2 a23

Y= A )\ ER.

2 Algoritmul lui Gauss

In acest paragraf vom studia asa numitul algoritm al lui Gauss care, in esenta nu este
altceva decat metoda reducerii. Pasii algorimului constau din reducerea (eliminarea)
primei necunoscute din ecuatiile de la a doua in jos , eliminarea necunoscutei a doua
din ecuatiile de la a treia incepand,... obtinandu-se in final un sistem a carui matrice
are elementele de sub diagonala principala nule si acest sistem se rezolva prin metoda
substitutiei incepand de la ultima ecuatie si ultima necunoscuta. Mai precis avand scris
sistemul 1.1 sub forma 1.2 la primul pas se fac zerouri pe coloana intai a matricei A,
Tnmultind prima ecuatie a sistemului 1.2 cu numere convenabile si adunand-o la celelalte
ecuatii:

Pasul 1 Daca:

ayr # 0 (1.13)
atunci se inmulteste ecuatia intai a sistemului 1.2 cu p;; = —<* si se aduna la

- A _ an
Scuagia cu numarul 7, (pentru : = 2, n) obtinand sistemul:



N S B
0 CLSQ) a,%) aéz) T2 bél)
0 a:%) ai%) a&) N RN bél) (1.14)
0 aly al oatn | LTl [l
unde a%) = a1, pentru j = 1,n, b(ll) = by Sl az(-jl-) = a;; + pyaij, bz(.l) = b; + ;101 pentru

1=2,m, ] =2,n.
Pasul 2 Presupunand acum ca:

(1)
agy 7# 0 (1.15)
se fac zerouri pe coloana a doua a matricei A inmultind ecuatia a doua a sistemului
(- A : y . A :
1.14 cu p;s = —=% si adunand-o la ecuatia cu numarul ¢, obtinand sistemul:
a

22
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D40+ b

(1)

2

pentru



Procedand analog la sfarsitul pasului & obtinem sistemul :

(k) (k) (K k k k) T
R
0 ay ay ... ay  ay’, Ao, - T ) T
0 0 o q\k) k) ) X1 b
33 - %3 Y3k 3n 5 bé )
‘ ‘ ‘ ' T (k) 1.17
I R N I B B —
k k ' -
0 0 0 0 a/(¢21k+1 a/(fJZM | Zn pik)
0 0 0 0 a . . oallh |
Pasul k+1. Daca:
k
W 70 (118)
k
atunci inmultim ecuatia cu numarul k + 1 cu p; ;. = —% si 0 adunam la ecuatia cu

k+1k+1
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numarul ¢ (pentru ¢ = k£ + 2, m) obtinand sistemul:

C (k1) (k1)
R
0 ay
0 0
0
0
00
unde o'V = a
() 1) _

Hoi 19415 Vi

()

(k+1)
13
(k+1)

Ao3

(k+1)

(33

0

() b(k:ﬂ)

(k+1)
1k
(k+1)
2k
(k+1)

agy.

(k.+1)

A}

0

0

b( ) pentru ; =

(k+1)
1k+1
(k+1)

k+1
(k+1)
3k+1

(k.+1)

Apry1

(k+1)

A 1f1 -

0

(k+1) 7

(k:.+1)

kn
(k+1)
k-+1n

(k:.+1)

mn

LE+1,j=Tnsia "
+uzk+1bk+)1 pentrut =k+2,m, j=k+1,m.

(1.19)

Remarca 5 In cazul in care se utilizeaza calculatorul, pentru a micsora erorile de rotun-
jire la impartire e preferabil ca la fiecare pas k& sa se schimbe intai linia k£ cu linia care
contine pe coloana k£ sub diagonala cel mai mare numar in valoare absoluta, adica sa
ig efectueze mai intai urmatorele operatii :



RV — AL A k—1
1) se determina indicele [ cel mai mic astfel incat: ‘al(k )| = max

a -
k<i<m | K

(kr—1>‘
2) se schimba linia [ cu linia k a matricelor A% si B

Remarca 6 Daca conditia 1.18 nu e verificata, atunci se verifica dacé exista elemente
nenule pe coloana k£ + 1 mcepand cu I|n|a k + 2 in matricea A si daci exista se
schimba linia k + 1 a matricelor A% si B cu linia care contine elementul nenul. Daci
toate elementele coloanei k£ + 1 Tncepand de la linia £ + 2 sunt nule atunci sistemul
este sau incompatibil, sau compatibil nedeterminat cu necunoscuta z;, ca hecunoscuta
secundara si pentru rezolvarea lui e preferabil sa se aplice algoritmul de mai sus cu mici
modificari (vezi cele ce urmeaza dupa teorema 1.5).

Din modul cum am obtinut sistemul 1.19 din sistemul initial 1.2 se poate demonstra
urmatoarea teorema:

TEOREMA 1.5 Sistemele 1.2 si 1.19 sunt echivalente®.

Se pune in mod natural problema care este numarul maxim de pasi posibili la

6 adica sau sunt ambele incompatibile, sau dacd sunt compatibile au aceleasi solutii.
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algoritmul lui Gauss si cum se rezolva apoi sistemul obtinut. Din teorema precedenta
si 1.1, rezulta ca numarul maxim de pasi este egal cu rangul matricei A. Daca rangul
matricei A este k atunci la sfarsitul pasului £ sistemul 1.17 devine:

- (k) (k) (K k) (k k) T
0 a9y a3 ... Ay Qg .o Aoy - - k) T
(k) (k) (k) (k) 11 b
0 0 az3 ... ag, asyy ... as, o bé)
: : C e : e Ty | = b(k) (1.20)
o 0 0 .. agfk) agz)ﬂ ag;) . .3
O 0 0 .. 0 0 .. 0 EN b%)
0 0 0 .. 0 0 ... 0 |

Acest sistem este (evident) incompatibil daca exista b§k) £ 0, cu j > k. Daca pentru

ji>k by“) = ( atunci sistemul este compatibil, determinat pentru k£ = n sSi hedeterminat
pentru k£ < n. Solutia lui se afla prin rezolvarea (in raport cu necunoscutele principale)
a ecuatiilor incepand de la ultima si inlocuind necunoscutele deja aflate in ecuatiile

15



precedente, conform formulelor'

Z ak 5’79
B j=k+1
R
I 0 . (1.21)
Z a :U] Do Gy T
.I'Z — ] k+1 (k) [=i+1 ’7: _ k——u
a:.
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Remarca 7 Acest alogoritm se poate aplica si la calculul inversei unei matrice, aplicand
pasii matricei formata din matricea A si matricea unitate I, scrisa alaturi, obtinand n
final n stanga I, iar in dreapta A~ [A|[,] = |1, \A '], deoarece aflarea coloanei cu
nr. k a matricei inverse se reduce la rezolvarea unui sistem avand ca matice matricea A
lar ca termen liber coloana cu nr. k£ a matricei unitate de ordin corespunzator.

Remarca 8 Acest algoritm permite si determinarea rangului unei matrice A , rangul ma-
tricei fiind egal cu numarul maxim de pasi din algoritm (matricea B nu se mai ia in calcule
Tn acest caz).
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