Generari de suprafete
O.M. Gurzau

0.1 Notiuni generale de curbe si suprafete

Definitia 0.1 Se numeste curba in spatiu multimea punctelor a caror coordonate sunt functii
continue de un parametru real, care ia valori intr-un interval:

r=x(t)
y=y(t) ,tel CR (EPC)
z =z (t)

Definitia 0.2 Se numeste suprafata in spatiu mulfimea punctelor a caror coordonate sunt functii
continue de doi parametri reali, fiecare luand valori intr-un interval:
r=x(u,v)
y=1vy(u,v) ,u€ l,vel,l, b CR (EPS)
z =z (u,v) 1



Remarca 0.1 Ecuatiile (EPC),(EPS) se numesc ecuatiile parametrice aale curbel, respectiv sup

Remarca 0.2 Eliminand in ecuatiile parametrice ale suprafetei parametrii u,v se
obtine ecuatia implicita a suprafetei:

F(x,y,z)=0, (EIS)
iar rezolvand ecuatia de mai sus Tn raport cu z se obtine ecuatia explicita a suprafetei:

2= f(z,y). (EES)

Remarca 0.3 Analog, pentru o curba, eliminand ¢ se obtin ecuatiile curbei ca inter-
sectie de doua suprafete:

Fl (.I', Y, Z) =0
{F2<ZC,y,Z) =0
sau forma explicita:
{ y = fi(z)
2= fa(x)

0.2 Suprafete cilindrice



Definitia 0.3 Se numeste suprafata cilindrica o suprafata generata de o dreapta care
ramane paralela cu o dreapta data si intersecteaza o curba data (sau verifica alta

conditie geometrica).
Ne propunem in cele ce urmeaza sa determinam ecuatiile suprafetei cilindrice.

Vom face acest lucru Tn doua variante;

Teorema 0.1 Daca dreapta A are ecuatiile canonice:
L—Tr Y-y <2—2A

a b C

si curba I' are ecuatiile parametrice
r=x(t)
y=y(t) ,tel CR

z=z(t)




atunci suprafata cilindrica are ecuatiile parametrice:

X=x(t)+ Xa
Y=yt)+Xb ,tel CR,XeR. (EPSC)
Z =z(t)+ Ac

Demonstratie. Fie M (X,Y, Z) un punct pe suprafata cilindrica. Exista atunci

un punct My (x (t),y (t), 2z (t)) pe curba I" astfel incat MyM este paralel cu dreapta
A, deci exista A € R:

—_— s _ _ _
MoM = X (ai + bj + ck)
egaland coordonatele celor doi vectori din egalitatea de mai sus rezulta (EPSC).

Exemplul 0.1 Fie dreapta

sicurbal :
x =2ty =3t z=A4t.
Ecuatiile parametrice ale suprafetei cilindrice vor fi
X =2t+ A
Y =3t+2X t, R
Z =4t + 3\



Exemplul 0.2 Fie drepta A ca mai sus, iar curba I'
xr =cost,y =sint,z = 0.t € [0,27].
Ecuatiile parametrice ale suprafetei cilindrice vor fi
X =cost+ A\
Y =sint+2\ te|0,2r], e R
Z =3\



Teorema 0.2 Daca dreapta A este data ca intersectie de doua plane
Aix+Biy+Ciz+ D1 =0
Aox + Boy + Coz + Dy =0
si curba I' ca intersectie de doua suprafete atunci ecuatia implicita a suprafetei cilin-
drice este:

(0.0.1) H (Aix + Byy + Ciz 4+ Dy, Aoz + Boy + Coz + Ds) = 0.

Demonstratie. Daca un punct M (x,y, z) se afla pe suprafata atunci el se afla pe
o dreapta paralela cu A, deci coordonatele sale verifica:
(0.0.2) { Aix+ Biy+ Ciz+ D =«
A2$+BQZJ‘|‘CQZ+D2:/B



Drepta de mai sus intersecteaza curba I", deci sistemul:
( Aix+ Biy+ Ciz+ D =«
A233—|—Bgy—|—CQZ+D2:5

< Fl (.I', Y, Z) =0
. F2 <ZC7 Y, Z) =0
are solutie, de unde rezulta (eliminand x, y, z):
H(a,8)=0

inlocuind n formula de mai sus pe «, 5 din (0.0.2) rezulta formula (0.0.1).

Exemplul 0.3 Sa se afle suprafata cilidrica care are generatoarele paralele cu Oz si
trece prin curba:

2?4 2% =4
z2=10
Toate dreptele paralele cu Oz au ecuatiile:
Ir = &7 y — 67
sistemul de patru ecuatii fiind:
( i (87
] U= 5
z2=10
T+ 2% =4

Obtinem conditia de compatibilitaté:
o +282 —4=0



deci ecuatia suprafetei va fi:
v* 2y —4 =0

Remarca 0.4 Se poate demonstra ca o ecuatie in care apar doar coordonatele z, y
reprezinta ecuatia unei suprafete cilidrice cu generatoarele paralele cu Oz.

0.3 Suprafete conice

Definitia 0.4 Se numeste suprafafa conica o suprafata generata de o dreapta care
trece printr-un punct fix si intersecteaza o curba data (sau verifica alta conditie geo-
metrica).

Ne propunem in cele ce urmeaza sa determinam ecuatiile suprafetei conice.

Teorema 0.3 Daca punctul M, are coordonatele (g, 3o, 29) Si curba I" are ecuatiile



parametrice

r=x(t)
y=y(t) ,tel CR
z=z(t)

atunci suprafata cilindrica are ecuatiile parametrice:
X =x0+ Az (t) — x)
Y=y+A(y(t)—y) ,teI CRINER. (EPSC)
Z=2+A(z(t) — 2)

Demonstratia este asemanatoare cu cea de la suprafata cilindrica, inlocuind conditia
de paralelism cu dreapta cu conditia de coliniaritate cu My M.

Exemplul 0.4 Conul cu centrul in punctul M,(0, 0, 2) care trece prin curba I
xr =cost,y =sint,z = 0.t € |0, 27].
are ecuatiile parametrice:
xr = Acost,y = Asint,z =2 — 2.
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Teorema 0.4 Daca punctul M, este dat ca intersectie de trei plane:
Aix+Biy+Ciz+ D1 =0
Aox + Boy + Coz + Dy =0
Asx + By + Cs3z + D3 =0
si curba I ca intersectie de doua suprafete atunci ecuatia implicita a suprafetei conice
este:

H Aox + Boy + Coz + Dy Asx + By + Csz + Ds 0
Ajx + By + Ciz+ Dy’ Ayxz + Byy + Ciz + Dy '

0.4 Suprafete conoide

Definitia 0.5 Se numeste suprafata conoida o suprafata generata de o dreapta care



intersecteaza o dreapta data, este paralela cu un plan dat si intersecteaza o curba data
(sau verifica alta conditie geometrica).

Teorema 0.5 Daca dreapta A este data ca intersectie de doua plane:
{A1$+Bly+01z+D1 = ()
Ao + Boy + Coz + Dy =0
planul IT are ecuatia:
A3x+Bgy+ng+D3:O
si curba I este data ca intersectie de doua suprafete atunci ecuatia suprafetei conoide
este:

A B C D
H(A3x+B3y+ng+D3, 1L Dy Caz 1)20.

AQCIZ -+ Bgy + CQZ + D2

Pentru demonstratie se tine cont ca daca M (x,y, =) apartine suprafetei conoide



atunci coordonatele sale verifica sistemul:

([ Asx + Bsy + C52 4+ D3 = «
Ayx+Byy+Ciz+Dy 5
4 Aox+Boy+Coz+Dy
Fi(x,y,2) =0
\ Fy(x,y,2) =0

iar din conditia de compatibilitate rezulta ca H («, 5) = 0, de unde rezulta formula
ceruta.

Exemplul 0.5 Sa se afle ecuatia suprafetei conoide care are generatoarele paralele
cu zQy, trec prin Oz si intersecteaza curba:

2 4 2% = l,y=4
Sistemul precedent devine:
X

P+ =1ly=4z2=a-=0
Yy
Rezolvand sistemul format cu ultimele trei ecuatii si inlocuind n prima obtinem:

4B +a® —1=0

4 2
(—x) L2 1=
Y

deci ecuatia suprafetei va fi:



0.5 Suprafete de rotatie

Definitia 0.6 Se numeste suprafata de rotatie o suprafata obtinuta din rotatia unei

| unei drepte.

n juru

curbe




Teorema 0.6 Daca dreapta A este data sub forma canonica:
r — T :y—yl :Z—Zl

a b c
si curba I ca intersectie de doua suprafete:

Fi(x,y,2) =0
Fy (z,y,2) =0
atunci ecuatia implicita a suprafetei de rotatie va fi:
H (a:c +by+cz (x—x) + (y—y1)’ + (2 — 21)2> =0,
unde functia H («, 5) rezulta din compatibilitatea sistemului:
ar + by + cz = «
(=)’ + (- +(z—=)’=4
Fl (;Ij, Y, Z) =0
Fy(x,y,z) = 0.

Exemplul 0.6 Sa se afle suprafata obtinuta prin rotatia dreptei:
r—z=1—-yx+z=1+y
in jurul axei Oz. (Raspuns: 22 + 3> — 22 = 1)
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