1Geometrie diferentiala

1.1 Notiuni preliminare

Fie un vector a carui coordonate depind de un parametru real ¢ :
(1.1.2) r=7(t),te I CR

Definitia 1.1 Se numeste derivata vectorului 7 in punctul ¢ vectorul »’ (¢) definit de:
r(t+At)—7(t —
(1.1.2) T G B O

=7 (t).
o _ At—0 ) At " <>
daca limita din membrul stéang exista.

Derivata unui vector

(in figura de mai sus M N = ZHE0-T0

Remarca 1.1 Derivata unui vector se poate interpreta mecanic ca viteza instantanee,
expresia lui 7 (¢) fiind legea de miscare a uni punct.



Daca:

TH)=a®)i+yt)j+z0t)k
atunci se poate demonstra:

Teorema 1.1 1/ (t) exista daca si numai daca functiile reale de o variabild reald z, y, 2
sunt derivabile Tn ¢ si:

rrt)=2t)i+y (t)j+2 )k
Regulile de derivare pentru vectori sunt aceleasi ca pentru functii reale. Mai precis:

Teorema 1.2 Daca 71, 79 sunt vectori derivabili, iar f o functie reala derivabila in ¢
atunci:

) ER () = O£ (E)
(FOF @) = FOF )+ O 1

T () - To (6)) = T (1) - TR (1) + 7 () - 7 (1)

T4 (8) X Fa (1)) = T1(8) X 7% () 4+ 77 (1) P (1

Din teorema precedenta rezulta:

Corolarul 1.1 Dacé vectorul 7 (¢) are lungime constanta atunci +’ (¢) este perpendic-
ular pe 7 (¢).



1.2 Geometria diferentiala a curbelor plane

2.1 Curbe plane: notiuni generale, exemple.

Reamintim ca o curba plana poate fi data parametric sub forma:
r=ux(t)
te Il CR EPCP
{y=y® - (EPCP)
Vecorial:
T=T{t)=at)i+y(t)j,t€ I CR
sau sub forma implicita:
F(z,y)=0 (EiCP)
sau sub forma explicita:
y=f(z)sauz =gy (EECP)
In plan se mai utilizeaza si coordonatele polare, in care un punct M este determinat
prin distanta de la punct la un punct fixati()originea) si unghiul facut de o axa fixa
care trece prin O (axa polara) cu vectorul OM

M

Q
J

O X
Coordonatele polare ale punctului M din figura de mai sus sunt (p, #) . Legatura dintre




coordonatele polare si cele carteziene este data de:
xr = pcost : p =/ T%+ y?
(1.21) { y = psind respectiv sin @ = %, cosf = 5
O curba poate fi data si in coordonate polare, dand p in functie de 6 :
p=pl(0) (ECPP)

Remarca 2.1 In anumite conditii ecuatiile unei curbe plane (parametrice, implicite,
explicite, polare) sunt echivalente.

Remarca 2.2 O aceeasi curba admite mai multe parametrizari:
=7(t),te I CR
= 7(751),151 < [1 C R

= 3l

care sunt echivalente daca:
t=t(t),t €1
este o functie derivabila, cu derivata continua si pozitiva pe I;.

2.2 Cateva exemple de curbe plane

Exemplul 2.1 Sa se afle traiectoria descrisa de un cui intrat in anvelopa unei masini
aflata in miscare rectilinie.
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rezulta ecuatiile parametrice ale epicicloidei:
x = (R—r)cost+rcos (Lt — 1)
{ y = (R —r)sint — rsin (ét — 1)
Daca R = 4r curba se numeste astroida si are ecuatiile parametrice:
T =acos’t,y =asin’t,t € [0, 27]

tER

si graficul:

Ecuatia implicita a astroidei este:
223 23— 213,

Exemplul 2.3 Sa se afle ecuatiile traiectoriei descrise de un cerc de raza r care se
rostogoleste fara alunecare in exteriorul unui cerc de raza R.
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cu(X,Y)):

—~ (ETP)

Demonstratie:

Conform definitiei derivatei unui vector si a tangentei, daca 1" apartine tangentei (vezi

_ -
figura precedenta) atunci vectorii M1 si v/ (t) sunt coliniari, deci coordonatele lor sunt
proportionale:

adica tocmai ecuatia (ETP).

Remarca 2.3 Daca curba este data explicit, ecuatia tangentei este:
Y — flz)=f(2) (X — )
lar daca curba este data implicit (EiCP):
Fy (z,y) (X —z) + F (Y —y) =0.



Definitia 2.2 Se mumeste normala la curba I' in punctul M € I' perpendiculara pe
tangenta in M (prin punctul M ).

Teorema 2.2 Daca functiile =, y sunt derivabile in ¢ si
22 () +y* (t) #0
atunci ecuatia normalei la curba este (coordonatele unui punct de pe curba fiind notate
cu(X,Y)):
2 () (X —z()+y @)Y —y(t)=0. (ENP)

Demonstratie:

% _
Daca NV este un punct pe normala atunci vectorul M N este perpendicular pe / (t) deci
— —
r’(t) - MN =0
care transpusa analitic da tocmai ecuatia (ENP).



Remarca 2.4 Daca curba I' este data explicit ecuatia normalei este:

(X —2)+ f(2) (Y = f(z)) =0
lar daca e data implicit ecuatia normalei este::
X —x Y —y

Fl(z,y) Fl(z,y)

Exemplul 2.4 Fie cicloida:
r=a(t—sint)
{y:a(l—cost) teR
Ecuatiile tangentei, respectiv normalei sunt:
X —a(t—sint) Y —a(l—cost)

a(l—cost) asint
a(l—cost) (X —a(t—sint))+asint (Y —a(l —cost)) =0

Exemplul 2.5 Fie cercul:
v +yt=1
Ecuatiile tangentei, respectiv normalei, intr-un punct (z, y) de pe cerc sunt:
20 (X —x)+2y(Y —y) =0
X—x Y —y

21 21




Facand calculele rezulta forma simplificata:
xX +yY =1
Y —yX = 0.

2.4 Lungimea unui arc de curba, parametrul natural al unei
curbe

Fie curba I" data parametric:

r=x(t)

t€la,b
{yzyw 4,

Ne propunem sa definim lungimea acestei curbe, precum si o formula de calcul pentru

lungime.

A=M,
Pentru aceasta inscriem in curba I' linia poligonala M,M,...M,, (vezi figura prece-
denta).

Definitia 2.3 Se numeste lungimea curbei I' limita lungimii liniei poligonale MyM; ... M,
cand n — oo si lungimea celui mai mare segment de pe linia poligonala tinde la zero.



Teorema 2.3 Daca functiile x (¢) , y (¢) au derivata continua atunci curba I" are lungime
finita, data de:

b
_ / NCaOEREON (LC)

Demonstratie: lungimea liniei poligonale MM, ...M,, este data de (¢; este val-
oarea parametrului ¢ corespunzatoare punctului M; ):

= Z \/(56 (t) —x(ti) + () —y (i) =

ZZ (ti —ti1) Va2 (&) + 57 ()

1=1
unde &,;,(; € (t;_1,t;). Se demonstreaza la analiza matematica ca limita lui /,, cand

n — oo $i max;_17 |t; — t;—1| — 0 este tocmai integrala din partea dreapta a egalitatii
(LC)..U

Definitia 2.4 Se numeste parametrul natural s al curbei I' lungimea arcului de curba
AM, A fiind punctul de coordonate (x (a),y (a)), iar M punctul de coordonate

(z(t),y (1))

Din teorema precedenta rezulta imediat:



Propozitia 2.1 Parametrul natural al curbei este dat de:

(1.2.2) s = /t V() +y2 (T)dr.

Remarca 2.5 Daca in loc de parametrul ¢ se considera ca si parametru parametrul
natural s se obtine o parametrizare echivalenta a curbei (vezi remarca 2.2), numita
parmetrizarea naturala:

(1.2.3) T(s)=x(s)i+y(s)j,sel0,1().

Teorema 2.4 Daca curba I' este parametrizata natural atunci:
(1.2.4) 7 (s)] = 1.

Demonstratie:

7(0) = )T+ ()] -
- di (0)T+ 54/ (1] =
2 (H)i+y (5]
ds

' (t)i+y (t)E
\/ZC/2 _|_ y/2
de unde calculand modulul rezulta formula (1.2. 4)




Din teorema precedenta si corolarul 1.1 rezulta:

Corolarul 2.1 Vectorul r” (s) este perpedicular pe r/ (s) .

Din acest corolar si definitia normalei rezulta ca vectorul 7 (s) este pe normala la
curba.
Daca notam cu 7 si i versorii tangentei la curba teorema si corolarul precdent se

pot scrie astfel:
dr

ds = T
(1.2.5) A e

unde K este functie de s care se va preciza.

2.5 Curbura unei curbe plane, ecuatia intrinseca a unei curbe
plane

Fie I o curba plana, M (x (t),y (¢)) un punct de pe curba, « (¢) unghiul facut de



tangenta la curba in punctul M cu axa Ox.

(X.Y)

Definitia 2.5 Se numeste curbura curbei I" in punctul M derivata unghiului o Tn ra-

port cu parametrul natural al curbei:

do

1.2.6 K=—.
(1.2.6) o

Teorema 2.5 Daca curba I" este data parametric atunci:
/ t /! t ol t / t
(12.7) Tyt —2" ()Y )

(v @)

Demonstratie: Deoarece
y' (1)

7' (t)

a (t) = arctg



avem.
do

do @
ds %
()
L+ (48)
ENZIOETEION

V()Y () — 2" (6)y ()

(\/x’Q (t)+y2 (¢ )3

Remarca 2.6 Daca curba I" este data explicit atunci curbura se calculeaza conform:
")
3
(vIFT@)

lar daca este data Tn coordonate polare:
K p2_|_2p/2 _pp//

(02 + )2

Definitia 2.6 Inversa curburii se numeste raza de curbura.



Definitia 2.7 Se numeste ecuatia intrinseca a unei curbe plane ecuatia care defineste

curbura functie de s :
K =K (s) (EINCP)

Teorema 2.6 O curba plana este perfect determinata de ecuatia ei intrinseca.

Demonstratie: Din definifia curburii rezulta:
a(s) :/K(S)ds
lar cu « astfel determinat, avem (de verificat):

{ z(s) = [ cos(a(s))ds
y(s) = [ sin(a(s))ds

Definitia 2.8 Se numeste cerc osculator la curba I' in punctul M cercul care are cen-
trul pe normala la curba (in sensul determinat de versorul ) si raza egala cu raza de
curbura.

_—— "

M(xy)

\Q(,Y) |




Teorema 2.7 Centrul cercului osculator are coordonatele:

B 22 (t)+y%(t)
X=uz (t) — y/ (t) x’(t)y/”(t —Z" ty' (1)

Y =y (t) + 2 (t) 7y

(1.2.8)

Definitia 2.9 Se numeste evoluta unei curbe plane locul geometric al centrelor de cur-
bura.

Remarca 2.7 Ecuatiile (1.2.8) reprezinta ecuatiile parametrice ale evolutei.

Exemplul 2.6 Evoluta cicloidei
r = (t —sint)
{y:(l—cost) teR
este curba din desenul de mai jos:

05
Bl

A5
2

Remarca 2.8 Se poate demonstra ca cercul osculator este pozifia limita a unui cerc
care trece prin punctele M, M, M- de pe curba cand M, si M, tind catre M.




Definitia 2.10 Se numeste evolventa unei curbe I' o curbaI'; cu proprietatea ca I este
evoluta curbei I';.

2.6 Infasuratoarea unei familii de curbe plane

Fie o familie de curbe plane care depind de un parametru p :
(1.2.9) F(z,y,p) =0

Definitia 2.11 Se numeste infasuratoarea familie de curbe (1.2.9) o curba cu propri-
etatea ca fiecare punct al ei se afla pe una din curbele familiei si are aceeasi tangenta
cu curba respectiva din familie.

Teorema 2.8 Punctele de pe infasuratoarea familiei (1.2.9) verifica sistemul:

F(z,y,p) =0
(1.2.10) { F(z,y,p)=0"



Demonstratie: Cautam ecuafia curbei sub forma:
F(z,y,p(x)) =0

Panta tangentei la curba pentru un z fixat este:

 Ei(zy,p) + Fy(z,y,p)p (2)

Ey (z,y,p)
lar panta tangentei la curba din familie care trece prin acelasi punct este:
_ Fi(zy,p)
m=—=
F/ (z,y,p)

Egaland cele doua fractii rezulta ca F; (z, y, p) = 0, care impreuna cu ecuatia familie
de curbe implica (1.2.10).

Teorema 2.9 Evoluta unei curbe este infasuratoarea familiei de normale la curba.



