2.3 Geometria analitica liniara Tn spatiu
Pentru Tnceput sa definim cateva notiuni de baza in geometria analitica.

Definitia 2.3.1 Se numeste reper in spatiu 0 multime formata dintr-un punct O (numit originea reperului) si o
baza din 2U3. Daca baza este ortonormata reperul se va numi ortonormat.

Remarca 2.3.1 1n cele ce urmeaza vom considera numai repere in care baza este ortonormata si direct orientata.
Un astfel de reper, conform notatiilor din sectiunea 2 se va nota cu {O, 7, k:}

Definitia 2.3.2 Se numeste vector de pozitie al unui punct M din spatiu intr-un reper vectorul care are ca

reprezentant segmentul orientat O M. Se numesc coordonatele unui punct M Tntr-un reper coordonatele vectoru-
lui de pozitie al punctului M in baza din reper.

Remarca 2.3.2 Daca avem dat reperul {O,E, E,E} atunci coordonatele punctului M se noteaza (x,y, z) $i sunt

definite de egalitatea: OM = i + yj + zk. Vom scrie in continuare M (z,y, z) si vom citi “punctul M de
coordonate (x, z,y)”. Dreptele orientate determinate de O i versorii 7, j respectiv k se vor nota cu Oz, Oy
respectiv Oz si se vor numi axele de coordonate, iar uneori vom folosi denumirea “reperul Oxyz” in loc de
reperul {O, 1,7, k} , denumire "justificatd” si de desenul de mai jos:

2.3.1 Planul in spatiu

Tn aceasta sectiune vom studia planul din punct de vedere al geometrie analitice, adica vom raspunde la in-
trebarile: Daca un punct M (z,y, ) este Tntr-un anumit plan, ce relatii exista intre coordonatele sale? Cum se
reflectd asupra coordonatelor punctelor din plan proprietati geometrice ale planului respectiv?. Pentru inceput
vom raspunde la prima Tntrebare:

Diferite determinari ale planului

\om studia ce conditii verifica coordonatele unui punct situat intr-un plan care este definit prin anumite conditii
geometrice:

Plan determinat de un punct si un vector perpendicular pe plan

Fie punctul My si vectorul N (N # 0). Din geometria de liceu se stie ca exista un singur plan, pe care il vom
nota cu IT care trece prin punctul M si este perpendicular pe vectorul N. Fie acum un punct M arbitrar din planul
I1. Este adevarata urmatoarea teorema:

Teorema 2.3.1 M € Il daca si numai daca este adevarata urmatoarea egalitate:
MMy-N =0. (2.3.1)

Demonstratie. Conform figurii de mai jos (in care M, € II, N L ILsunt date, iar M este un punct arbitrar
din planul II):
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punctul M apartine planului II dac si numai daca vectorii N si ]\m sunt perpendiculari’, ceea ce, conform
remarcii 2.1.13 este echivalent cu egalitatea (2.3.1). &

Sa transcriem acum egalitatea (2.3.1) folosind coordonatele. Pentru aceasta sa notam coordonatele punctului
My cu (z0, 0, 20) , coordonatele punctului M cu (z,y, z) si coordonatele vectorului N cu (A, B, C) . Atunci, pe

baza teoremei 2.2.4 si a definitiei coordonatelor unui punct (definitia 2.3.2) MoM = (x —x0)i + (y —yo)j +
— —_— —

(z — zo) k sideci MoM - N = (z — x0) A+ (y — yo) B+ (2 — 20) C, care inlocuita in membrul stang al egalitatii

(2.3.1) ne conduce la ecuatia:

A(x—2z9)+B(y—y)+C(z2—2) =0 (2.3.2)

Daca in ecuatia de mai sus notam Axy + By + Czp = —D rezulta ca punctul M (x,y, z) apartine planului IT
daca si numai daca coordonatele sale verifica ecuatia:

Ax+ By+Cz+ D =0. (EGP)

Ecuatia (EGP) se numeste ecuatia generala a planului in spatiu (cu conditia A2 + B2 4+ C? # 0, pentru ca N # 0).

Example 2.3.1 Ne propunem sa aflam ecuatia planului zOy. Acest plan este determinat de punctul O (0,0, 0)
si are ca vector normal versorul %, deci A = 0, B = 0,C = 1. Tnlocuind in formula (2.3.2) obtinem ecuatia
planului zOy :

z=0. (2.3.3)

Plan determinat de un punct si doi vectori necoliniari paraleli cu planul

Fie un punct Mg (o, yo, 20) $i Vectorii oy = a1i +byj + c1k, T2 = agi + baj + cok necoliniari (adica, conform
remarcii 2.1.15 77 x 72 # 0). Ne propunem sa aflam ce ecuatie (sau ecuatii) verifica coordonatele unui punct
M (z,y, z) care apartine unui plan II care contine punctul M si este paralel cu vectorii v; §i 5. Figura de mai
jos ilustreaza ideea demonstratiei teoremei 2.3.2:

Z|

Analogul teoremei 2.3.1 este:

conform geometriei din liceu, o dreapta este peroendiculara pe un plan daca si numai daca este perpendiculara pe orice dreapta din plan.
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Teorema 2.3.2 Punctul M apartine planului IT daca si numai daca este verificata ecuatia:
(MMo,'l_)l,Q_)2> =0 (2.3.4)

Demonstratie. Punctul M apartine planului IT daca si numai daca vectorii M My, ©1, U2 sunt coplanari, ceea
ce este echivalent cu egalitatea (2.3.4), conform remarcii 2.1.16.
Folosind coordonatele egalitatea (2.3.4) se scrie, conform operatiilor cu vectori (vezi formula (2.2.7)):
L—To Y—Y 22— %0
aj b1 C1 =0.1 (235)
az b2 2
Plan determiant de trei puncte necoliniare
Fie punctele M; (z;, i, 2;) , @ = 1, 3 necoliniare (adica vectorii My My si M7 M3 sunt necoliniari, sau folosind
operatii cu vectori, conform remarcii 2.1.12, M; M, x My M3z # 0). Ecuatia planului determinat de cele trei
puncte este data de:

Teorema 2.3.3 Planul II care trece prin punctele M; (x;, v, 2;) , i = 1,3 necoliniare are ecuatia:
r y z 1
1 y1 oz 1
=0. 2.3.6
x2 Y2 22 1 ( )
x3 ys z3 1

Demonstratie.Varianta 1. (geometricd) Reducem problema la cazul precedent, considerand ca planul IT este
determinat de punctul M; si vectorii M7 M si My Ms. Conform formulei (2.3.5) ecuatia planului este:
T—IT1 Y-y <2—z2
ra—w1 Y2—y1 22—2 | =0,
L3 —T1 Y3 — Y1 23— %21

ecuafie care se poate scrie:
r—x1 y—y1 z—=z1 0
T Y1 21 1] 0
r2—21 Yy2—y1 22—z 0
z3—x1 Yys—y1 23—z 0
adunand in determinantul de mai sus linia a doua la celelalte linii obtinem ecuatia (2.3.6).
Varianta a 2-a. (algebricd) Ecuatia planului IT (vezi (EGP)) este:
Az +By+Cz+D =0 (2.3.7)
A determina ecuatia planului IT se reduce la a determina coeficientii A, B, C, D din ecuatia de mai sus. Scriind ca
punctele M;, i = 1, 3 verifica aceasta ecuatie rezulta:
Ax1+By1 +Cz1+D =0
Azo+ Bys +Cz+ D =0 (2.3.8)
Ax3 + Bys +Cz3+ D = 0.
Rezolvand acest sistem cu necunoscutele A, B, C (care are determinantul nenul din conditia de necoliniaritate a
punctelor My, My, Ms ) si inlocuind Tn (2.3.7) rezultd ecuatia palnului II . Tn loc sa procedam asa, cosiderdm
sistemul omogen (cu necunoscutele A, B, C, D ) format din sistemul (2.3.8) si ecuatia (2.3.7), sistem care are
solutie nenula. Conditia ca acest sistem sa aiba solutie nenuld este ca determinantul sau sa fie egal cu 0 , adica
tocmai ecuatia (2.3.6). H

Pozitia relativa a doua plane, unghiul a doua plane
Fie planele T1y, IT, de ecuatii:
Az +Biy+Ciz+ D1 =0
Aox + Boy + Coz + Dy = 0.
Pozitia relativa a celor doua plane, determinata pe baza ecuatiilor (2.3.9), este data de :
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Teorema 2.3.4 Planele Iy, IT sunt paralele, daca
Al Bl Cl D1
Aa_H~s1_ =M 2.3.10
A _B_G_ Dy
A2 N B2 - CQ - D2

coincid daca:
(2.3.11)

si au o dreaptd comuna daca rangul matricei Av B Crote doi,
A2 Bg C2
. o . .| AL By 4 . - . .
Demonstratie. Daca rangul matricei A B, C este doi atunci sistemul (2.3.9) format din ecuatiile
2 2 2

celor doua plane este simplu nederminat, iar solutile sale sunt coordonatele punctelor de pe o dreapta (va urma).
Daca rangul matricei precedente este unu, atunci sistemul (2.3.9) este incompatibil, daca rangul matricei extinse
este doi, ceea ce este echivalent cu (2.3.10), si deci planele sunt paralele, sau sistemul (2.3.9) este compatibil cu
rangul matricei extinse egal cu doi, ceea ce e echivalent cu (2.3.11), si Tn acest caz cele doua ecuatii se obtin una
din cealalta prin inmultirea cu o constanta, deci reprezinta acelasi plan. B

Remarca 2.3.3 Daca se tine cont de semnificatia geometrica a coeficientilor lui z,y, z din (EGP) (ei sunt co-
ordonatele normalei la plan), atunci egalitatea primelor trei rapoarte din (2.3.10),(2.3.11) nu este altceva decét
paralelismul normalelor la plane.

Unghiul a doua plane se defineste astfel:

Definitia 2.3.3 _ Unghiul planelor II;, IT, date prin ecuatiile (2.3.9) este unghiul dintre normalele la cele doua
plane Ny = A7+ Bij + Cik, Ny = A9t + Baj + Chk.

Teorema 2.3.5 Daca notam cu « unghiul celor doua plane, atunci:
A1As + B1By + C1Cy

VA?+ B2 +C?\/A2+ B2+ C2?

cos o =

Demonstratia formulei de mai sus este simpla, rezultand direct din definitia precedenta si din formula (2.2.10)
care da unghiul a doi vectori pe baza coordonatelor.
Din teorema de mai sus rezulta:

Corolarul 2.3.1 Planele IT;, IT, date prin ecuatiile (2.3.9) sunt perpendiculare daca si numai daca:
A1As + B1By + C1Cy = 0.

Distanta de la un punct la un plan
Fie planul I de ecuatie (EGP), si punctul M (z1,y1, 21) -

Teorema 2.3.6 Distanta de la punctul M, la planul II este egala cu:
A B D
dist(M,T1) = AT E By + O & D (23.12)
VA2 + B2+ C?

Demonstratie. Sa facem figura:
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in figura de mai sus N = Ai + Bj + Ck este normala la planul I, My(zo, %o, 20) este un punct din plan (deci
coordonatele sale verifica ecuatia planului), iar M’ este proiectia punctului M pe normala. Conform geometriei
"clasice" distanta de la M la planul II este egala cu lungimea segmentului Mo M’. Dar din proprietatile produsului
scalar avem:

-
’N-MOM’

N
[A(z1 —20) + By —yo) + C (21 — 20)| _
VAZ + B2 4+ C2

|A$1 + Byi + Cy1 — (Ax() + Byo + CZ())‘ -

VAZT BT C2
|Az1 + By1 + Cz1 + D] -
VA2 + B2 4+ C?
Ecuatia normala a unui plan (Hesse)

Fie IT un plan pentru care se cunoaste distanta de la origine la plan d si unghiurile o, 3, ~ facute de perpen-
diculara coborata din origine pe plan. Sa notam cu P piciorul perpendicularei coborate din origine pe plan si cu
M (z,y, z) un punct arbitrar din plan.

MoM' =

Din datele cunoscute avem OP = d (cos ai + cos 8] + cos~k) , iar conditia ca M € II este echivalenta cu
OP - PM = 0. Transcriind aceast3 egalitate Th coordonate avem:
d(cosa(—dcosa+ x) + cos B (—dcos 5+ y) + cosy (—dcosy + z)) =0
sau facand calculele si tinand cont c& cos? o + cos? 3 + cos? v = 1, rezultd ca coordonatele punctului M verifica
ecuatia:
xcosa+ycosf+ zcosy—d=0 (2.3.13)
Ecuatia (2.3.13) se numeste ecuatia normala a planului (sau forma Hesse).

Remarca 2.3.4 Din ecuatia generala a planului se ajunge la ecuatia normala a planului prin impartirea ecuatiei
(EGP) cu +v/ A% + B2 + (2, alegand semnul astfel ca in ecuatia obtinuta termenul liber sa fie negativ.
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Remarca 2.3.5 O alta forma a ecuatiei planului este asa numita "ecuatia planului prin taieturi” de forma:
Frbesing

care se obtine din (EGP) prin impartirea cu —D. Numitorii din ecuatia de mai sus sunt tocmai coordonatele

punctelor de intersectie cu axele (adica planul intersecteaza axa Ox in punctul (a, 0,0) , axa Oy in punctul (0, b, 0)

siaxa Oz n (0,0,c)).

Exercitiul 3.1 Sa se afle latura cubului care are doua fete in planele z + 2y + 2z —6 = 0,2+ 2y + 22+ 3 = 0.
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