2.1 Sfera

Definitia 1.1 Se numeste sfera multimea tuturor punctelor din spatiu pentru care distanta la u punct fix numit
centrul sferei este egala cu un numar numit raza sferei.

Fie centrul sferei C (a, b, ) si raza sferei R.

Teorema 1.1 Punctul M (z,y, z) apartine sferei daca si numai daca coordonatele sale verifica ecuatia:
(x—a)+ @y —b)*+(z—c)* = R? (2.1.1)

Demonstratie: diatanta de la M la C este egald cu \/(x —a)® + (y — b)* + (2 — ¢)? care egalata cu R este
echivalenta cu (2.1.1).0
Dacd n ecuatia de mai sus se fac calculele si se reduc termenii asemenea obtinem:

P+ 4+ 224 me+ny+pz4+qg=0 (EGS)
ecuatie care poarta denumirea de ecuatia generala a sferei. (EGS) reprezinta o sfera cu centrul in punctul
C(-%,-% -B)siderazd R = \/(%)2 +(2)% + (8)? — ¢ dacé expresia de sub radical este pozitiv.

Remarca 1.1 Sfera se mai poate da si folosind ecuatiile parametrice:
= Rcospsind +a
y = Rsinpsind +b € [0,2n],9 € [0, 7] (EPS)
z=Rcost+c
unde parametrii sunt unghiurile ¢, ¢ din figura de mai jos:

pentru o constant se obtin pe sfera jumatati de cecuri mari ("meridiane™), iar pentru ¢ constant se obtin pe sfera
cercuri (“"paralele™).
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Legat de sfera ne propunem sa determinam ecautia unui plan tangent la sfera intr-un punct de pe sfera. Fie
My (0, yo, 2z0) un punct pe sfera.

Teorema 1.2 Ecuatia planului tangent la sfera in punctul M, este:
(x—a)(zo—a)+ (y—>) (yo—b) + (z — ¢) (20 — ¢) = R? (EPTS)

Demonstratie: Planul tangent la sferda in M este determinat de M si normala C M, (planul este perpendicular
pe raza), deci ecuatia sa este:
(z —x0) (o — a) + (¥ — y0) (Yo —b) + (2 — 20) (20 —¢) = 0
Dar x — xg = (x — a) — (zp — a) , .. care Inlocuite Tn ecuatia de mai sus dau:
(= a) (w0 — @) + (y = b) (o = b) + (2= &) (20— ©) = (w0 — @)* + (90— )° + (20— ©)*) =0
Tinand cont de faptul ca coordonatele lui M verifica ecautia sferei, rezulta (EPTS).[]

Remarca 1.2 Ecuatia planului tangent la sfera se obtine din (EGS) prin dedublare :
(x—a)=(x—a)(x—a)— (x—a)(z0—a),..

Remarca 1.3 Daca sfera este data sub forma generala atunci ecuatia planului tangent in punctul M de pe sfera

este:
T+ + Z+z
xxo +yyo + 220 + M 5 O+ny 2y0—|-p 5 0

dedublarea fiind: 22 = 22 — zxg, z = &L — Lo,

+q=0
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Remarca 1.4 In general un plan este tangent la sfera daca distanta de la centrul sferei la plan este egala cu raza.

2.2 Cuadrice pe ecuatii reduse

2.2.1 Elipsoid

Definitia 2.1 Se numeste elipsoid multimea punctelor din spatiu care intr-un sistem de coordonate bine ales

verifica ecuatia:
x2 y2 252 .
+&+5 -1 (Elips)
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Pentru a studia suprafata data vom afla intersectiile ei cu planele de coordonate si cu plane paralele cu planele
de coordonate. Un calcul simplu ne conduce la:

Teorema 2.1 Intersectia elipsoidului cu planul zOy este elipsa de ecuatie ﬁ—i + Zg—j = 1, iar cu plane paralele
cu Oy ,z = -, este elipsa de ecuatie ﬁ—ﬁ + %2 =1- icﬁj, pentru |y| < ¢, un punct pentru |y| = ¢ i vida pentru

vl > e

Remarca 2.1 Este devarata o teorema analoaga pentru intersectia cu plane paralele cu celelate plane de coordo-

nate.

Remarca 2.2 Axele de coordonate si planele de coordonate sunt axe, respectiv plane de simetrie pentru elipsoid.
(adic daca un punct se afla pe elipsoid si simetricu sau faz de axe, respectiv plane se afla pe elipsoid (doua puncte
sunt simetrice fata de o dreapta sau plan daca mijlocul segmentului care le uneste este pe dreapa sau plan si acest

segment este perependicular pe dreapta, respectiv plan).

Daca avem un punct Mo(zo, yo, 20) pe elisoid, atunci:

Teorema 2.2 Ecuatia planului tangent la elipsoid in M, este:
Lo | YYo | %20
@ T tae st



2.2.2 Hiperboloidul cu o panza

Definitia 2.2 Se numeste hiperboloid cu o panza multimea punctelor din spatiu care intr-un sistem de coordonate
bine ales verifica ecuatia:

—+5-5=1 (HIP1)

Un calcul simplu ne conduce la:

Teorema 2.3

Teorema 2.4
bole:

Teorema 2.5
bole:

Intersectia hiperboloidului cu o panza cu plane paralele cu xOy , z = ~, este o familie de elipse:

2 2 2
T Yy Y
§+b—2—1+c—2.

Intersectia hiperboloidului cu o panza cu plane paralele cu xOz, y = 3, este o familie de hiper-

2 52 : 32
a? 2 b2’

Intersectia hiperboloidului cu o panza cu plane paralele cu yOz, x = «, este o familie de hiper-



Figura 2.2.1.

Remarca 2.3 Axele si planele e simetrie sunt aceleasi ca la elipsoid.

2.2.3 Hiperboloidul cu doua panze

Definitia 2.3 Se numeste hiperboloid cu doua panze multimea punctelor din spatiu care intr-un sistem de coor-
donate bine ales verifica ecuatia:

=L 2 o, (HIP2)

Un calcul simplu ne conduce la:

Teorema 2.6 Intersectia hiperboloidului cu 0 panza cu plane paralele cu 2Oy , z = +, este o familie de hiper-
bole: ) ) )

TV _ .

a2 2 2’

Teorema 2.7 Intersectia hiperboloidului cu o panza cu plane paralele cu 2Oz, y = 3, este o familie de hiper-

bole:
22 2 32

2 2ty

Teorema 2.8 Intersectia hiperboloidului cu o panza cu plane paralele cu yOz, x = «, (pentru |«| > a)este 0
familie de elipse:

Remarca 2.4 Axele si planele e simetrie sunt aceleasi ca la elipsoid.
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2.2.4 Paraboloidul eliptic

Definitia 2.4 Se numeste parabiloid eliptic multimea punctelor a caror coordonate, intr-un sistem bine ales,
verifica ecuatia:

2. =2 4L (PE)

UN calcul simplu ne conduce la:

Teorema 2.9 Intersectia parabolidului eliptic cu plane paralele cu zOy, z = v > 0, este o familie de elipse:

2 2

L Y
2 —
yA = ’y

Teorema 2.10 Intersectia paraboloidului eliptic cu plane paralele cu zOz, y = 3, este o familie de parabole:

2 2
z= B
2te T
y = B
Teorema 2.11 Intersectia paraboloidului eliptic cu plane paralele cu yOz, x = «, este o familie de parabole:
2 2
a Y
2 Te T
r = Q.

Remarca 2.5 Axa de simetrie e doar Oz, iar plane de simetrie xOz, yOz.

2.2.5 Paraboloidul hiperbolic

Definitia 2.5 Se numeste parabiloid hiperbolic multimea punctelor a caror coordonate, intr-un sistem bine ales,

verifica ecuatia:
2 2
9, =2 4 (PH)
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Un calcul simplu ne conduce la:

Teorema 2.12 Intersectia paraboloidului hiperbolic cu plane paralele cu xOy , z = ~,este formata din hiper-
bole:

Teorema 2.13 Intersectia paraboloidului hiperbolic cu plane paralele cu zOz , y = [3,este formata din parabole:
2 2
= p
2 R

Teorema 2.14 Intersectia paraboloidului hiperbolic cu plane paralele cu yOz , = «a,este formata din parabole:

2 2
o ye
2 e

Remarca 2.6 Axa de simetrie e doar Oz, iar plane de simetrie xOz, yOz.

2.2.6 Generatoare rectilinii pentru hiperboloidul cu o panza
Fie ecuatia hiperboloidului cu o panza (HIP1). Ea se poate pune sub forma:

GG =05 0+F)

care este echivalenta cu:

x _ z 1_|_1i
< ¢ — §+g (2.2.1)
sau: booa e
= 1o (2.2.2)
R -



Daca egalam rapoartele din (2.2.1) cu A, pentru X fixat ele sunt ecuatiile unei drepte, aflata Tn Tntregime pe
suprafaa.

Definitia 2.6 Se numeste prima familie de generatoare rectilinii pentru hiperboloidul cu o panza multimea
dreptelor din spatiu de ecuatii:

z _ z 1+ Yy
—“_§:—£+22A, AER (G1)
b

si a doua familie de generatoare rectilinii pentrlj1 hipcerboloidul cu o panza multimea dreptelor din spatiu de
ecuatii:

z_z 1— %

a C

I+ R

Proprietafile generatoarelor rectilinii sunt date de:

Teorema 2.15 Prin orice punct de pe hiperboloid trece cate o generatoare din fiecare familie.
Teorema 2.16 Doua generatoare din aceeasi familie nu se intersecteaza.

Teorema 2.17 Doua generatoare din familii diferite au un sungur punct comun.

i
il
oo
O
\’W&‘o““‘%
)
)
}

2.2.7 Generatoare rectilini pentru paraboloidul hiperbolic
Fie ecuatia paraboloidului hiperbolic (PH). ea se poate pune sub forma:

w- (-5 Y

care este echivalenta cu:

2 4 Y
g_%:azb (2.2.3)

sau: ) .y
§+%:azb (2.2.4)
Dacé egalam rapoartele din (2.2.3) cu A, pentru X fixat ele sunt ecuatiile unei drepte, aflata in intregime pe

suprafata.
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Definitia 2.7 Se numeste prima familie de generatoare rectilinii pentru hiperboloidul cu o panza multimea
dreptelor din spatiu de ecuatii:

QI8
+

2 5
T 7 = = A, AeR (G1)
si a doua familie de generatoare rectilinii pentru hiperboloidul cu o panza multimea dreptelor din spatiu de

ecuatii:

2 24

a
_2 _ _ . ueR (G2)
244 z

Proprietatile generatoarelor rectilinii sunt date de:

Teorema 2.18 Prin orice punct de pe hiperboloid trece cate o generatoare din fiecare familie.
Teorema 2.19 Doua generatoare din aceeasi familie nu se intersecteaza.

Teorema 2.20 Doua generatoare din familii diferite au un sungur punct comun.
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