Curs 4

Serii Taylor

4.1 Formula lui Taylor
Notam
C"a,b] = {f - [a,0] = R| f este derivabili pe [a,b] si f™ este continud pe [a,b]}

Fiind data o functie f € C"[a, b] i un punct zy € (a, b) se pune problema gasirii unui
polinom de grad n, notat T,,, cu proprietatea ca

T (o) = f(wo), Tr/z(fo) = f/(fo)a T(n)(xo) = f(n) (o).

Cu ajutorul notatiei M, (z) = T,,(x + x), avem Mflk)(()) = Ték)(xo). Ramane sa deter-
minam polinomul de grad n

M, (z) = ap+ a1z + - - - + a2

care are proprietatea ca MT(Lk)(O) = f®)(x), pentru orice k =0,1,...,n.
Prin inlocuire directa

ap = M,(0) = f(zo).

Prin derivare de k ori avem

MP(0) = apk! + aper(k+ Dk .. 204+ apn(n —1)...(n — k4 1)2"* = apk!.
=0
Asadar
M, (z) = apz® = f k<lx0)xk'
k=0 k=0 '

Atunci 0

L—

To(e) = My(z—20) = S 2 k('a’0> (x — z0)*.

Daca notam R, (f, xo,x) = f(z) — T,,(x), se obtine formula lui Taylor
f({L') = Tn(x) + Rn(f7 Zo, I)

Polinomul 7, se numeste polinomul lui Taylor, iar functia R,(f,zo,x) se numeste
restul din formula lui Taylor.
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Teorema 4.1. Formula lui Taylor cu restul sub forma integrala
Fie f € C""a,b] si zo € (a,b). Pentru orice x € [a, b] avem

f'(x0) S (o)

1! n!

f(x) = f(zo) + (x —x0) + -+

(x — o)™ + % /x(:z: — )" fOHD (1) dt.

Zo

Demonstratie. Demonstram prin inductie dupa n. Pentru n = 0 avem

F@) = faw)+ [ S0a= g+ g [ w0

Pentru a demonstra formula pentru n + 1 folosim formula de integrare prin parti.

R.(f,xo,z) = %/m(x — t)”f(n+1)(t) dt

o

— l (_Mf(nﬂ)(t)

[ )

(n+1) *
— f(n + (1x)(')) (x —20)" " + (n i 1! / (& — )" U2 (2) dt.
Astfel
" (k)
f@) = 32 T gt R0, )
k=0 '
n (k) (n+1)
=2 ! k;(va) (z —20)* + f(n + %?‘) (z = 20)™* + Rura(f, 20, 2)
k=0 ' .
ntl (k)
= Z f k('xO) (SL’ — xo)k -+ Rn+1<f7 Zo, x)
k=0 '

]

Teorema 4.2. Formula lui Taylor cu restul sub forma de integrala multipla
Fie f € C"a,b] si 2o € (a,b). Pentru orice x € [a, b] avem

" ofk)
f(l") = kZ:O f k(!ﬂco) (»’U - / / / f(nJrl $n+1 dl’nﬂ -dxy da;.

Demonstratie. Demonstram prin inductie dupa n. Pentru n = 0 avem

o) = $Gao) + [ " o) dan.

Pentru a demonstra formula pentru n + 1, scriem

Tn+1
f(n+1)<$n+1) — f(n+1)(x0> +/ f(n+2) (Tna2) dpyo.

o

Inlocuim in expresia restului

f Lo, T / / / f n“ 36n+1 dl‘n+1 .dwyday
— f 7L+1 ([[,‘0> / / s / dxn+1 e de dxl
xo J X0 o)
x 1 Tn Tn+1
+ / / e / / F D (240) dpys dpyy - . dag day.
o xo o o
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Pentru ca ( N "
x — xg)"
dx,, .dzy d
/ / / Tni1 - To AT = (n—i—l)
se obtine
T —T n+1
Rn(fa $0,$) - f(n+1)<x0) ’ ﬁ + Rn—‘rl(fa .I'O’.T).

]

Observatie 4.3. Schimband ordinea de integrare a integralelor pentru domeniul descris
de zg < xpy1 <z, <--- < x; <z, obtinem

f Lo, T / / / f nH $n+1)d$n+1 .dwzodry
= / / / ftD) (:Un+1)dx1 cdx, dr, g
Tp41

(ac Tnt1)"
/ an fl?n+1 n,n dzpy1,

care este forma integrala a restului din formula lui Taylor.

Teorema 4.4. Formula lui Taylor cu restul sub forma lui Lagrange
Fie f € C"[a,b], n € N astfel incat f(™ este derivabila pe (a,b) si fie 29 € (a,b). Atunci,
pentru orice x € [a, b] exista un punct ¢ intre = si x astfel incat

f’( 0) f(n)(fﬂo) f(n+1)(c> (2 — zo)™+!
1! n! (n+1)! o

f@) = flzo) + —(x —x0) + - +

(x —xo)" +

Demonstratie. Daca x = xg putem alege ¢ = x( si formula lui Taylor este verificata. Fie
x # x¢. Fie I intervalul Inchis care are capetele x si xq si fie functia F': I — R definita
prin

F(t) = [(0)+ (o= 07 (0) + o+ 00+ (oK, tel

cu K € R ales astfel incat F'(x) = F(xy). Dar F(x) = f(x), iar F(x¢) se scrie in functie

de polinomul lui Taylor, F(xy) = Ty, (x) + (x — 2¢)"*! - K, de unde obtinem valoarea
o f@) - Ty)
(SC _ .To)”_H

Functia F' este continua pe I si derivabila pe I, exceptand poate punctul z. Calculand
derivata functiei F', obtinem

F'(t) = (‘x;—!t)nf("“)(t) —(n+ 1Dz —-t)" K.

Pentru ca F(x) = F(xg), putem aplica Teorema lui Rolle si deducem existenta unui ¢
intre x gi &y cu proprietatea ca F’(c) = 0. Acest lucru este echivalent cu

o F0(0) _
(n+1)(z —c¢) (W—K>—O,

adica
So(e) o= (@) —Tu(2)
(n+1)!  —  (z—mz)ntt’

ceea ce demonstreaza formula lui Taylor cu restul sub forma lui Lagrange. O
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Observatie 4.5. 1) Pentru n = 0 obtinem Teorema de medie a lui Lagrange: pentru
f € Cla,b], derivabila pe (a,b), exista ¢ intre = si xy astfel incat

f(@) = f(xo) = f'(c)(x = mo).

2) Daca in demonstratia teoremei anterioare, se ia functia (z —x¢)?, cul <p <n+1, ca
si coeficient al lui K in definirea functiei F' atunci se obtine formula lui Taylor cu restul
sub forma lui Schlémilch

(x — x)P(x — )" P!

nlp

f(x) =Tu(z) + Fr o).

Teorema 4.6. Formula lui Taylor cu restul sub forma lui Peano

Fie 2o € (a,b) si f € C" a,b] o functie care are derivata de ordin n > 1 finitd in z.

Atunci, exista o functie continua h : [a,b] — R cu proprietatea ca lim, ., h(x) = 0 si
(o) F (o) 1

F(@) = fawo) + 77 @ = o) oo T = )" (o) (),

pentru orice = € [a, b].
Demonstratie. Definim functia h : [a,b] — R prin

’ " (n)
f(m)—f(wo)—%(ﬂﬂ—wo)—%(ﬂc—wo)Q—"'—fni(,acO)(x—wO)"

h(l’) = (z—x0)™/n! y X 7é To
07 T = Xo.

Ramane sa demonstram ca h este continua in x = xy. Aplicam regula lui I’'Hospital de

n — 1 ori.
e " () (& n
lim h(z) = lim f(@) = flwo) = T (@ — wo) — Efpol (@ — o) - - — T (2 — )
T—T( T—T( (J,’ — ZE())n/TL'
"z (") (g e
I f'(x) = f'(z0) — L §;0)(I—Io) — = f(T(l)O!)(:v—xo) 1
= lim
T30 (x —x)"1/(n —1)!

F D () — [ V(@) — £ (o) (x — w0)

= lim
T—T0 T — X
(n—1) _ f£(n—1)
_ lim S (@) = (o) £ ().
T—rT0 T — X

Tinand cont de faptul ca derivata de ordinul n a functiei f in x = z( este finita, scriem
pe baza definitia derivatei de ordinul n

£ (ag) = tim £ @) =S o),

T—xQ Xr — ‘TO

Acest lucru demonstreaza faptul ca lim,_,,, h(z) = 0. O
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4.2 Dezvoltari in serie Taylor

Notam

C*a,b] ={ f : [a,b] = R| f este indefinit derivabila pe [a,b] }.

Definitie 4.7. Fie f € C*[a,b] si o € (a,b). Seria

(n)
Z f (x — xp)"

n>0

se numeste serta Taylor a lui f in jurul punctului x,.

Definitie 4.8. O functie f € C™[a,b] se numeste dezvoltabila in serie Taylor in
zo € (a,b) daca exista r > 0 Incat a < xog — 1 < x9 +7r < b §i

P A
:Z n‘xo

n=0

(x — x)", pentru orice x € (xg — 1,29 + 7).

O functie f se numeste dezvoltabila in serie Maclaurin daca f este dezvoltabila
in serie Taylor in jurul lui xy = 0.

O functie f se numeste analiticd pe intervalul deschis (¢, d) daca f este dezvoltabila
in serie Taylor in fiecare punct al intervalului (c, d).

Exemplu 4.9. Fie S(z) = }_ .a,2" o serie de puteri care este convergenta pentru
€ (—R,R), unde R > 0. Atunci S este dezvoltabila in serie Taylor in x = 0, pentru ca
avem S € C®(—R, R) si

N
=
I
()¢
n
s
=
8
3

n=0
Dar nu orice functie indefinit derivabila este dezvoltabila in serie Taylor. Consideram
functia

Functia g este indefinit derivabila pe [—1, ( ) =0, n > 0. Intr-adevir, pentru
r <0, g™ (z) =0, iar pentru z > 0, g(”)(

de gradul 2n definit prin relatia de recuren

vﬂ\_/t—t

Py, (2), unde Py, (t) este polinomul
2n+2( ) = [P (t) = P3, (1)), Fo(t) = 1.

Acest lucru rezulta din relatia

!
) () — (e 2 P (1)) — —%i.p (l) e i P <l>i
g (z) <e A\ z € 22 T\ g © A\ g/ 22

Avem ¢™*Y(0—) = 0 si prin inductie

M) () — g™ —1

= lim —e zPQn
N0 z—0 o\0 T

t—o0 @t

Seria Taylor atagata functiei g in jurul lui x = 0 este functia nula. Dar g # 0 pe orice
interval deschis care contine originea. Asadar, g nu este dezvoltabila in serie Taylor in
x = 0.
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Teorema 4.10. Teorema lui Taylor
Fie f € C*[a,b] si zo € (a,b). Daci exista M > 0 astfel incat |f(z)| < M, pentru
orice n > 0 gi orice = € [a, b] atunci seria Taylor a lui f in jurul lui zo este convergenta

la f(z).

Demonstratie. Suma partiala de ordinul n a seriei Taylor este T,,( f, xo, z) polinomul lui
Taylor de ordinul n atasat functiei f in z:

l Zo " 0 9 (n) g n
T.(f, xo,x) = f(xo) + #(% — o) + %(m —x0)" + -+ fn—<'>(x — x0)"™.

Pe baza formulei lui Taylor cu restul Lagrange avem f(x) — T,,(f, zo,2) = R.(f, zo, ).
Seria Taylor este convergenta la f(x) daca

lim R, (f,zo,x)=0.

n—oo

Conform ipotezei are loc inegalitatea

(n+1) _ n+1 bh— a)t!
‘Rn(fax(]?w)‘ = ‘f (C)“x xo‘ S &
(n+1)! (n+1)!
Sa observam ca seria ano % este convergenta. intr—adevér, aplicam criteriul ra-
portului pentru a,, = (b(;i)f;l si avem

lim & i b_‘;:0<1.

n—0o0 (A n—oo 1, +

Daca seria ) ., a, este convergentd, atunci termenul general a, converge la 0. Din
inegalitatea
|f(z) — T,.(f, o, 2)] < Ma,, x€la,bl,n>0,

rezulta ca T, (x) converge la f(z), pentru orice x € [a, b]. O

Observatie 4.11. Teorema anterioara ne asigura ca orice functie infinit derivabila care
are derivate marginite in vecinatatea unui punct, este dezvoltabila in serie Taylor in
acel punct. Dar conditia asupra marginirii derivatelor poate fi inlocuita cu urmatoarea
conditie
(n) n! ) ..
‘f (:L‘)’ < M- o pentru orice x € [a, b] si orice n > 0,

unde M si C sunt constante pozitive. Intr-adevar, alegand x astfel incat |x — xo| < C

_ +1 . .
rezulta ca |R,(f,xo,z)| < M (%)n si deci restul R,, converge la zero pentru x din
intervalul (zo — C,x¢ + C). Rezulta ca f este dezvoltabila in serie Taylor in z.
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Exemplu 4.12. Seria Maclaurin a functiei exponentiale numita seria exponentiala

este
. r? = 2"
€:1+$+§+§+"':Eom,l’€R.

Intr-adevir, pentru f(z) = e”, derivatele sunt f((z) = e”, care sunt functii mérginite
intr-un interval deschis care contine pe 0 (de exemplu intervalul (—1,1)). In plus, avem
fM(0) = e® = 1. Atunci

o0 o
S0 L
f@) =2 =" =20
n=0 n=0
Raza de convergenta a seriei exponentiale este
1
R = lim 7}! = lim n+ 1 = o0,

ceea ce arata ca seria este convergenta peste tot pe R.

Observatie 4.13. Utilizand seria exponentiala obtinem

e” —¢€ X Xz
h = = —_— JR— - e . — 2n+1 ER
S 2 Ty te Tt ;(2n+1)!x ’x
et +e” 2 ozt b =1,
T - A Y oy

Exemplu 4.14. Functiile trigonometrice se dezvolta in serie Maclaurin astfel

zb 2’ — (=" 2n+1
1 — r - — P — N 7 el cR
e T T T ;(MH)!“’
2t af (<D,
Cosle—g—l—z—g—l—---:;(zn)!m , v €R.

Aceste dezvoltari sunt adevarate pentru ca derivatele functiilor trigonometrice

(sin [E)(n) = sin <ZL’ + n;) §1 (COS fL’>(n) = COS <;1; —+ 7’L77T)

sunt functii marginite in orice interval care contine punctul zero. Aceste formule pentru
derivate se demonstreaza inductiv folosind relatiile

(sinx) = cosx = sin (a: + g) si (cosz) = —sinz = cos (x + g) .

Valorile derivatelor de ordin superior in origine sunt
sin (mr) 0, n =2k
— S1 — =
=0 2 (—1)k, n:2/€—|—1

— cos () = { (—1)F, n =2k

(sinz)™

(cos z)™

2 0, n=2k+1
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Observatie 4.15. Sa observam ca

B o n 2n n 2n+1 0o (ZI)2n o] (i$>2n+1 00 (Zx)n
cosT+isine = ;) +1 Z 2n—i— = 2 (2n)! +; (2n+1)! o n!

ceea ce se poate exprima cu ajutorul functiei exponentiale
cosx + isinx = e,
Cu ajutorul acestei relatii se poate defini functia exponentiala in C
"t = e"(cosy + isiny).

Multi autori definesc functia exponentiala in C (sau R) ca fiind seria

si cu ajutorul proprietatilor seriilor de puteri stabilesc proprietatile functiei exponentiale.

Exemplu 4.16. Plecand de la seria geometrica

1 2 3 4 n
1_l_=1+w+x +a2° +x +"'=Z£L‘ , x € (—1,1)

obtinem

:1—x+a:2—:£3—|—934—---:Z(—l)”x”, re(—1,1)

1+

care prin integrare ne da seria logaritmica

2 3 74 5 0 n—
In(l4a)=o— b=t nzl z € (—-1,1).
Exemplu 4.17. Pentru a € R 51 z € (—1, 1) seria
o ala—1) 4 ala—1)...(a—n+1) , = (a) .,
(1+x) —1—l—ozx—|—Tx + ot o x —I—---—; e

se numeste serta binomziala, iar (Z) se numesc coeficienti binomiali. Au loc formulele
(a) = alaz).lazntl) pentru n > 1 si ((O)‘) =1.

n n!
Plecand de la functia f(z) = (1 4 ) si derivand de n ori avem

fP@)=ala—1)...(a —n+ 1)1 +z)*"
Fie z € (—r,r), r € (0,1). Pentru 0 < o < n rezulta inegalitatea

n!

f(”)(.r) <nl(l—r)* " =(1-r)* W

iar pentru o > n obtinem

n!

147 ne
14+«

fM@) <nl(l+a—n)"1+r)*" < (147r)
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Daca a € (—1,0) atunci

!
F@)| = lal(lal +1)... (jaf +n = (1 + )" < (1=7)* (17_1—7%
iar daca o < —1 atunci

n!

()"

F@)| = lallal +1)... (Jaf +n = 1)1+ )" < (1=1)*

ceea ce demonstreaza ca f este dezvoltabila in serie Maclaurin.

4.3 Aplicatii ale seriilor de puteri

4.3.1 Aproximarea locala a functiilor

Polinoamele lui Taylor aproximeaza functia oricat de bine in jurul punctului in care se
face dezvoltarea.
Polinomul lui Taylor de gradul intai este

y = f(xo) + f'(wo) - (x — 1)

care reprezinta ecuatia dreptei tangente. Aceasta ecuatie reprezinta aproximatia liniara
a functiei f in jurul punctului xy. Aceasta dreapta ia in considerare valoarea functiei f
in xg si tine cont si de monotonia functiei.

Cu cat gradul polinomului creste cu atat aproximarea este mai buna.

Aproximarea prin polinomul lui Taylor
25 T 1 1

Functia exponentiala

Polinomul lui Taylor de grad 1
Polinomul lui Taylor de grad 2
Polinomul lui Taylor de grad 3

20~ — Polinomul lui Taylor de grad 4
O Punctul in jurul caruia se face aproximarea 7

15

>10

Figura 4.1: Aproximarea unei functii prin polinoame Taylor
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4.3.2 Definirea unor noi functii in matematica

Multi autori definesc functia exponentiala in complex prin

2 o
y4 Z
eXp()—€—1+Z+E+—+ E_D—!

si deduc toate proprietatile ei, plecand de la proprietatile acestei serii de puteri.
Functiile lui Bessel de speta intai si ordin k se definesc prin

o0 n

Zn‘n—{—k (5) ., z€R, keN.

n=0

Ele verifica proprietatea 22 J} () + zJ},(z) + (2% — k?)Ji(z) = 0, pentru orice z € R.

4.3.3 Calculul unor limite

Exemplu 4.18.

3 5
r —sinx x_(x_§!+:§x— )
lim = lim
z—0 3 =0 3
ng fE5
= lim 35! i
x—0 1‘3
i 1 22 N
= lim — — —
x—0 3' 5'
1
6

Exemplu 4.19. Pentru f € C?[—1,1] cu proprietatea ca f'(0) # 0, sd calculdm

1 (@)
a—0 g? (f(a)—f(—a)>2
2a

Avem
Fla) = F(O) + af ©) + . 170) + © £/, be (~lal.Ja)
ﬂwﬁﬁm—w%>2ﬂ0 ). e (“lal.Ja)
Fla) = £0) +af"0) + & f"(@). e (~lal.Ja])
Flea) = £0) ~ af'(©) + % 1"(e). e (~lal.lal)
Atunci
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Rezulta

J"‘(a)—f(—a))2

2a

@) -

=@ (L70)17(€) ~ [P/ + LSO ")~ PO ®) + ()]

Fiindca f” este continua in z = 0 rezulta

llm f’”(b) — f///(()) llm f/l/( )_ llm fl//( )_ llm f///( )

a—0 a—0 a—0 a—0

In concluzie

1 F(0)- f(—a) = (R9LED)T 2 pg) o) — [f7(0)
a0 a2 (f(a)—f(—a)>2 B [f(0)]2

4.3.4 Calculul unor derivate

Exemplu 4.20. Si se calculeze f**)(0) unde f(z) = x -sin(z?), z € R.
Dezvoltand in serie Maclaurin functia f obtinem

0 2n+1 o0 (_1)n

Z 2n + @n+1) Z; (2n + 1)!:”4%3'

Pe baza teoremei lui Taylor

—1)3 15!
fI9(0) = 15! - coeficientul lui z'® din seria Maclaurin = 15! - ( 7'> =

Exemplu 4.21. Sa se calculeze

) z \@
lim ( - > .
z—0 \SIn xr

Notand f(x) = pentru x # 0 si f(0) = 0, avem de calculat f*)(0).
Primii termeni din seria Taylor pentru f se obtin folosind seria geometrica

smx’

flo) = -2 = L

2
X
s 1=+ 5 —
1

1—:52(%—%—#...)

1+ 2<1 x2+ )+ 4(1 x2+ >2+
= x - — — T - — —
6 120 6 120

—1+x—2+x4<i—i>+
N 6 36 120

Inseamn ci f@(0) = 4! (2-2L)=2-
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4.3.5 Aproximari numerice ale unor functii

063 cu doui zecimale exacte.

Exemplu 4.22. Sa calculam e
Fie f(x) = €”, z € R. Avem de calculat f(0.63). Scriem formula lui Taylor cu restul
Lagrange pentru f(z) = e” in jurul originii:

2 " n+1 ¢

B x " e
f(x)—l—l—x—l—?—i--'-%—m-l-m-
Pentru z = 0.63 aproximam pe f(z) cu polinomul lui Taylor 7,, de grad n. Trebuie sa
vedem care este valoarea minima a lui n astfel incat restul sa fie mai mic decat 0.005.
Dar e < %03 < ¢ < 3510.63-3 = 1.89 < 2. Ramane ﬁ < 35, adica (n+1)! > 400,
adevarata pentru n > 5. Inegalitatea este adevarata si pentru n = 4. Sa observam ca

0.63 - 0.63 = 0.3969 si 0.63* < 0.4% = 0.16. Astfel, obtinem

z"let 0.63% _016-2 04 1 _ !
(n+1)! 5 120 120 300 ~ 200

Acest lucru inseamna ca Ty are cel putin doua zecimale exacte. Dar
Ty = 1+40.63+ 208 4 0.65% L 0658 7 631 () 94 0:6304 1 016 1 831().04240.007 = 1.879
§i Ty > 1.63 + 0.198 + 62039 4 03962 _ 1 898 1 0.21 - 0.198 + 0.066 - 0.099 > 1.828 +
0.041 4 0.006 = 1.875.

Inseamni ¢ %03 = 1.87...

Exemplu 4.23. Sa calculam /102 cu 5 zecimale exacte.
Vom scrie

N[ =

V102 = 4/100(1 +2-0.01) = 10- (1 +2-0.01)%.

Folosim dezvoltarea
(1422) =142 — =4 — — — 4 —
pentru z = 0.01. Fiindea 0.013/2 = 0.0000005 inseamna ca

V102 =10+ (142-0.01)2 ~ 10 + 10z — 522 = 10.1 — 0.0005 = 10.09950

este o aproximare cu 5 zecimale exacte.

4.3.6 Aproximari ale unor formule din fizica

Exemplu 4.24. Energia cinetica relativista are formula

1
E,=mé®| ——= -1,

02

c2

unde v este viteza, m masa, iar ¢ viteza luminii.
Folosind seria binomiala pentru o = —1/2 se obtine

o0 1 2n 2 4 2 4
_ 22 —3 N 3v mu 3mu
Ek—mc <n2)(_1)02—n—mc (@‘f“@‘i‘)‘—T‘f‘ 32 + ...

n=1

mv2

Pentru viteze v mici, energia cinetica se poate aproxima prin Fy = “5-.
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4.3.7 Studierea sirurilor recurente

O metoda foarte folosita in combinatorica este atagarea unei functii generatoare pentru
un sir de numere dat.

Exemplu 4.25. Sirul lui Fibonacci verifica relatia de recurenta
Fn+2:Fn+1+Fn, TLZO, unde F0:1§1 F1 = 1.

Fie functia F(z) =), Fn,x". Atunci

Fz)=1+4z+Y Foor"? =142+ (Fu + F,)a""?

n=0 n=0
o0 o
=1l+x+z E Fn+1x"+1 + 22 E F,x"

=1l+a+z(F(z)—1)+2°F(z).

Adica

1 A B
F(x) = = +
(z) l—2z—22 x1—2 29—=
unde ; si x5 sunt radacinile ecuatiei 2 +2 — 1 = 0. Avem z; = _15*/5 sz = _1;‘/5
siAd= - = \’/—% siB= == \/ig Folosind seria geometrica, obtinem

A 1 B 1 A OO(:(;)" B OO(:(;)"
f( ) Iy 1—5—1 M) 1—% T ; M D) Z 1)

i [i + i
n+1 :L,g—i-l

n0$1

e A n+1 B n+1 e A n+1 B n+1
JC"ZZ Ty + by .xnzz Ty + by D
(w15)" (=1

n=0

145 n+1_ - V5 nH:C
2 2
Am obtinut termenul general

<1+\/5)n+1_<1_\/5)n+1] 0
2 2 ’ -

n=0

[B(—z1)""" — B(—a2)" "] 2™ = % Z

NE

n=0

I
o

n

1
Fp=—
Vb
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