Curs 1

Integrala Riemann

1.1 Primitive

Definitie 1.1. Fie f : [a,0] — R. Functia F : [a,b] — R se numeste primitivd a
functiei f daca F este derivabila pe [a, b] si

F'(z) = f(x), pentru orice x € [a,b].

Notatie 1.2. Multimea primitivelor unei functii date f se numeste integrala nedefinita
si se noteaza [ f(x)dx. Asadar, avem formula generald

/f(x)da: = F(z)+C,
unde C este o constanta oarecare.

Redam mai jos, un tabel cu primitivele uzuale.

ta+1
/t“dt:a+1+0, G eR\{—1}, telC(0,00)
1
/;dt=ln|t|+0, tel CR”
at
/atdt:m+0, WeR\{1}, t€R
1 1 t
mdt:aarctana—f—c, a%O,tER
1 1 t—
/mdt:%ln t—|—Z +O, G%O,tEICR\{—G,CL}
1
/mdt:ln(t—i-vﬂ—i-cﬁ)—l—@ (I#O,tER
1
—dt:lm‘t—l—\/tz—@2 +C, a>0,tel CR\[—a,q]
1/752_a2
1 t
————dt = arcsin — + C, a>0,tel C(—a,a)
/\/a?—t2 a
/sintdt——cost—i-C, teR
/Costdt:sint+C’, teR.
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1.2 Integrala Riemann

Definitie 1.3. O functie f : [a,b] — R se numeste integrabild (Riemann) daca exista
un numar real I € R cu proprietatea ca pentru orice £ > 0 exista d > 0 astfel incat pentru
orice diviziune a intervalului [a, b]

To=a<T1<Ty<---<x,=0>b cuproprietatea ca max (xp — 1) <9
ke{1,2,...n}
sl pentru orice alegere a punctelor intermediare &, € [ry_1,zx], K =1,2,...,n sa avem

<e.

I— Z (&) (wr — 2p—1)

Notatie 1.4. Daca numarul I din definitia unei functii integrabile exista atunci el este
unic i se numeste integrala Riemann a functiei f pe intervalul [a,b] si se noteaza
fab f(x)dz. Pentru o functie pozitiva f, acest numar I reprezinta aria de sub graficul
functiei f cuprins intre dreptele x = a si x = b si axa OX.

b
Exemplu 1.5. Functia f : [a,b] — R, f(z) = 1 este integrabila si / dr=b—a.

Intr-adevar, pentru orice diviziune si orice puncte intermediare suma Riemann este

n

ST @) (@n—aien) = Y (2 — 241) = 20 — 20 = b — a.

k=1
Functia lui Dirichlet, ¢ : [0,1] — R,

(1, 2z€[0,1]NnQ
g@_{ 0, z€1[0,11\Q

nu este integrabila. Intr-adevar, pentru orice diviziune rg =0 < 2y < 22 < --- < x, =1
si punctele intermediare & € [xg_1, ;] N Q suma Riemann este

n

Zg(fk)(ifk — Tp—1) = Z(xk — Tp—1) = Tp — To = 1,

k=1

iar pentru punctele intermediare 7y, € [xg_1, %] \ Q suma Riemann este

Zg(nk)(fﬂk — Tpo1) = ZO (wp — 23-1) = 0.

Propozitie 1.6. Daca f este integrabila pe [a, b] atunci f este marginita pe [a, b].
Propozitie 1.7. Daca f este continua pe [a, b] atunci f este integrabila pe [a, b].
Propozitie 1.8. Daca f este monotona pe [a,b] atunci f este integrabila pe [a, b].
Definitie 1.9. O multime M C [a,b] are lungime zero daca pentru orice e > 0 exista

intervalele [a;, ;] C R, i =1,2,... astfel incat

o0

=1

i=1
Propozitie 1.10. Fie f : [a,b] — R o functie marginita pe [a,b] si fie M C [a,b] o
multime de lungime zero. Daca f este continua pe [a,b] \ M, atunci f este integrabila.
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Proprietati ale integralei Riemann

1) Daca f si g sunt integrabile pe [a, ] i ¢, d € R atunci cf + dg este integrabila pe [a, b]

' /ab[cf(x) + dg()] dz = c/ab @) de + d/abg(x) dz.

2) Daca f este integrabila pe [a,b] si f(z) > 0 pentru orice x € [a, b] atunci

/abf(x)deO.

3) Daca f este continua pe [a, b] atunci exista ¢ € (a, b) astfel incat

b
/ flz)dz = f(c) - (b—a).

4) Daca f este integrabila pe [a,b], a < b, atunci prin definitie

/aaf(@dx:o, /baf(:c)dx:—/abf(x)dx.

5) Daca f este integrabila pe [a,b] si ¢ € (a,b) atunci f este integrabila pe [a,c| i pe

[c, ] si
/abf(x)dx: /acf(x)d:v—i—/cbf(x)dx.

Calculul integralei Riemann

Teorema 1.11 (Leibniz-Newton). Fie f : [a,b] — R o functie integrabila pe [a, b] si
F :a,b] — R o primitiva a lui f. Atunci

= F(b) — F(a).

a

[ s =)

Observatie 1.12. Nu orice functie integrabila are primitive. De exemplu, functia semn
fr[=11] =R, f(z) = sgn(x)

1, >0
flz) = 0, =0
-1, z<0

Functia f este marginita si are un punct de discontinuitate de prima speta. Ea este
integrabila, dar nu are primitive, pentru ca nu are proprietatea lui Darboux.

Nu orice functie care admite primitive este integrabila. De exemplu, F': [-1,1] — R
Flz) = a?sin 5, x#0
0, =0
este o primitiva pentru functia f: [-1,1] = R

2wsinx%—§cosx%, x#0
f@)_{o, r=0

Dar f nu este integrabila pentru ca nu este marginita.
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Teorema 1.13 (Integrarea prin parti). Fie f, g : [a,b] — R functii integrabile pe [a, b]
si derivabile astfel incat f’ si ¢’ sunt integrabile pe [a, b]. Atunci

| r@ta)de = p@gte)| - [ ria)ge)d.

Teorema 1.14 (Prima metoda de schimbare de variabila). Fie ¢ : [¢,d] — R o functie
cu derivata continua pe [c,d]. Daca f : [a,b] — R este o functie continua gi multimea
valorilor lui ¢ este inclusa in [a, b], ¢([c,d]) C [a,b], atunci

d , (d)
[ sty -vwa= [ s
¢ ()
Teorema 1.15 (A doua metoda de schimbare de variabila). Fie f : [a,b] — R o functie

continud si ¢ : [¢,d] — [a,b] o functie bijectiva astfel incat ¢ gi ¢! sunt de clasa C, iar
¢'(t) # 0 pe [c,d]. Atunci

b e 1(b)
[ r@ae= " gt vo

~1(a)

Exemplu 1.16. Sa se calculeze

. 1 1 1
lim + +---+ :
nsoo\Nn+1 n-+2 n-—+n

Fie S, = 71| —=. Fie z), = E punctele diviziunii echidistante a intervalului [0, 1]

1 2
To=0<r1=—<Ta=—<- <z, =
n n

=1

313

Alegem punctele intermediare &, = £ € [z),_y, z4]. Fie functia f : [0,1] = R, f(z) = =

Atunci S,, se poate scrie ca o suma Riemann

n

11 -
Sn:;1+§'ﬁ:;f(&f)'(xk_xk—l)'

Fiindca f este continua pe [0, 1] ea este integrabila pe [0, 1]. Va rezulta ca

1 1 1
lim S, = dr = dr =1In(1+ =In2.
lim /0 f(z)dz /0 T 4% n(l+x) ) n
Exemplu 1.17. Si se calculeze [ Inxzdz.
Folosim integrarea prin parti.
/ lnxdx:/ ¥ -lnrdr=xlnx —/ - (Inz) do
1 1 1
:elne—lnl—/dx:e—m =e—(e—1)=1.
1 1

Exemplu 1.18. Sa se calculeze fol ot da.

Folosim schimbarea de variabila z? = t. Diferentiind se obtine 2z dx = dt. Pentru

x =0 avem t = 0, iar pentru x = 1 rezulta t = 1. Cu acestea
/1 Ly 1/1 2z dz 1/1 a1 ttl

o w11 o)y @@2+1 2), 2r1 2798

1 to1 T
= —arctgl = —.
, 27Ty




