L aborator 2
Probleme matematice de optim local/global

[ —

. Obiectivele labor ator ului

+ Inswirea modului de abordare a unei probleme matemaliceptim local/global,
folosind algoritmi genetici.

+ Inswirea unor metode de evitare a ko algoritmului ntr-o veciritate a unui
minim local

+ Inswirea modului de abordare pentrisigea celei mai bune aproxifiigpolinomiale
a unei fungi date

» Studiul convergetei, a preciziei soltei si a eficienei algoritmului

2. Minimul unei functii matematice

2.1. Formularea problemei

De multe ori ne ntalnim Tn inginerie cu problemasigi minimului (sau al
maximului) unei fungi matematice, pentru care nu exishtotdeauna o metadnalitici
de abordare, mai ales cand spatiul unde sé salitia (mukimea valorilor posibile) este
prea mare. O probleindes intalnit la algoritmii de optimizare esteigirea minimului
global in cazul in care existi minime locale.

Abordim mai jos o probleth matematig relativ simpk de optimizare, pentru a
trece prin ta pasii rezolvarii ei folosind algoritmi genetici:

Se d fundiaf: R — R f(X) = x* — 2¢ — x, se cere®sse gseass Xn ¢ [-2, 2]
pentru caré este minini. Pentrux, se cere o precizie de= 0.001.

2.2. Rezolvar ea problemel

Pentru rezolvarea problemei vom face referire |peetele teoretice din
laboratorul 1, capitolul 3. Algoritmul folosit vadel prezentat in Figura 1.

Stabilirea structurii cromozomului

Soluia acestei probleme (individul) este un riwmeal in intervalul [-2, 2]. Avand
n vedere precizia ceud, putem spuneacspaiul de cutare al soltiei este muimea

S={-2,-1.999, -1.998, -1.997, ..., 1.999, 2 },xGue S

Cardinalul mulimii S este| S| =[2 - (-2)] /6 + 1 = 4001 valori.

Alegerea modului de construire a cromozomului ptaea face folosind o singur
ger, avand alela un nuin fragionar apainand mufimii S, dar atunci nu ar exista
suficient diversitate, ceea ce ar impiedica operatorii derutkare si mutgie s
functioneze eficient. Alegem deci genele deligmlean cu valorile Tn muimeaA = {0,
1}. Putem privi deci fiecare gérca un bit, iar intreg cromozomul va codifica urnmiu
in intervalul cerut. Avem nevoie deci de:

N=log.|S| =11.96614 hi




Nu putem folosi un nuam deN’ = 11 bii (gene de tip boolean), pentra &tunci
precizia ar deveny’ = [2 — (-2)] /2" = 0.00195, ceea ce nu este suficient. Se vor folosi
deciN =12 gene.

Genotipul este mumea G a tuturor cromozomilor posibili. Un exemplu de
cromozom este urtorul:
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in figura de mai jos am indicat graficul fuie si notiunile de baz (cromozom,
mapping, individ, funga de performati, precizie, etc), cu referire dirégbentru aceast
problena. Graficul fungiei este attat doar cu scop demonstrativ. Se obsetvfunaia
prezin& un minim locaki un minim global, diferite, incluse in intervalu®, 2].
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Figura 3. Minimul unei functii matematice - concepte si notiuni

Stabilirea fundei de mapping

Se caut o fungie de mappingM : G — [-2, 2]. Cea mai simplabordare esteas
consideim mukimea genelor cromozomului un n&m binar (in baza 2), ad
transformam in baza 10si apoi $i-l scakm la intervalul cerut. Avem deci:

11
ng 2"
M I(Chr) = k_glz——l € [0, 1]
11
zgk 2"
M (chr) = M'(chr) 4 -2 =":;12—1m—2, cuM(chr) e [-2, 2]

De exemplu, valoarea individului corespéim cromozomului dat mai sus este:



M (chr) = 23122—3j [4-2=1.15897436¢ [-2, 2]

Stabilirea fundgei de performata

Funaia de performaid J : [-2, 2] — R. poate fi consideratchiar fungia initiala,
JX) = f(x) = x* — 2¢ — x, pentru & se caut chiar minimul acestei fumic Totusi,
constrangerile pachetului JGAP impun ca valoareanmet de fungia de performata si
fie pozitiva, deci vom aduga o valoardiasstabiliti empiric la fundga J: J(X) =f(x) + 5 =
X*—2¢-x+5

2.3. Implementare
Oferim mai jos codul aferent problemei de optimezgpecificat.

Secventa de cod 1: Minimizarea unei functii matematice

i mport org.jgap.*;
i mport org.jgap.inpl.*;

public class FuncG 1V {
private static final int MAX_ ALLOAED EVOLUTI ONS = 10;
public static void main(String[] args) throws
I nval i dConfi gur ati onExcepti on{
Configuration conf = new DefaultConfiguration();
Configuration.reset Property(Configuration. PROPERTY_FI TEVAL_I NST) ;
/11ow value for fitness = better
conf. set Fi t nessEval uat or (new Del t aFi t nessEval uator());
conf.set PreservFittestlndividual (true);
conf . set KeepPopul ati onSi zeConst ant (true);
conf. set Fi t nessFuncti on(new Fi t nessFunctionG1V());

int nrGenes = 12;

| Chronosone sanpl eChronbsone = new Chronpsone( conf,
new Bool eanGene(conf), nrCenes);

conf . set Sanpl eChr onosone( sanpl eChr onosone) ;

conf . set Popul ati onSi ze(20);
Genot ype popul ati on = Genotype. randoni ni ti al Genot ype(conf);

for (int i =0; i < MAX_ALLOAED EVOLUTIONS; i ++) {
popul ati on. evol ve();
| Chr onosome best Chr SoFar = popul ati on. get Fittest Chronmosone();
System out . printl n(
"Fitness: " + bestChrSoFar.getFitnessvalue() + ", " +
"individual: " + FitnessFunctionG|I.Mpping((best ChrSoFar)));

}
}
}

public class FitnessFunctionG |V extends FitnessFunction {
private final double POSITIVE BIAS = 5;
publ i c doubl e eval uate(l Chronosome chr) {
doubl e individ Mappi ng(chr);
doubl e fitness Mat h. pow(individ,4) - 2 * Math.pow(individ,?2) -
i ndi vid;
return fitness + POSI Tl VE_BI AS;
}




public static double Mappi ng(!l Chronmosone chr) {
doubl e basel0 = 0;
for (int i=0; i<chr.size(); i++) {
bool ean allele =
((Bool ean) chr.get Gene(i).getAl lele()).bool eanVal ue();
if (allele)
basel0 += Math. pow(2, i);
}
doubl e individ = basel0 / (Math.pow 2, 12) - 1) * 4 - 2;
return individ,;

}

2.4. Testarea programului si masurarea performantelor
Precizia soltiei

Ruland programul, gmem destul de repede (de cele mai multe ori, teegsaa 6
sau 7) soltia x,, =~ 1.1071. Pentru verificarea preciziei, putem foleesurse web (de
exemplu www.wolframalpha.com) pentruisiyea soltiei exactex,. Pentru aceast
problend, X, =~ 1.10716, deci se confidmfaptul & soluia gisita este in intervalul de
precizie cerut f de soltia exacl, adi@ | Xy - Xm| < d

Convergema

Convergera este asiguratdatorit configuraiei de gstrare a celui mai bun
individ din fiecare genete si a operatorului de selge,. Pentru observarea dirgc
convergerei, recomandim reprezentarea grafi@ abaterii soltiei in funaie de iterae.

In unele cazuri, datotit caracterului aleator alaatirii, populaia de indivizi
raméane ,blocat” in vecinitatea minimului local. Aceasta este o prokietes intaln# si
dificil de rezolvat pe caz general la algoritmii dptimizare. Pentru a ocoli aceast
situgie se poate apela la unele artificii computaale, dintre care amintim:

» asigurarea unei diversit suficiente in populga initiala astfel incat s existe cel ptin
un individ in vecidtatea convex a fiecrui minim local. Aceasta se poate asigura
modificand nirimea populgaei.

» folosirea unui operator de sefieccare metine in populde si indivizi mai puin
performani, eventual folosind o probabilitate (de exempleiegia de tip turneu sau
ruletd),

* generarea, in fiecare gengga(sau cand, timp de 5 sau 10 getierau apare o
Tmburatatire a soldiei), a unui nurér de soltii aleatoare careasaduc diversitate n
populgie. Aceast funaie este de obicei preldate operatorul de muta. Daé nu
sunt performante, sdiile generate nu vor suprawie in generga urmatoare.

Eficienta programului

Se obser¥ ca s-a ales animea populgei 20 si un numar de 10 de genetia
Rezult deci &, n total, se vor face un namde 20 x 10 = 200 de evaluintr-un spau
cu 22 = 4096 soltii posibile (deci aprox. 4.9 % dintre sdile posibile sunt evaluate).
Putem observa deciacalgoritmii genetici, dg au 0 compone#t aleatoare specific
algoritmilor debrute force sunt totgi mult mai performan decat acgia din urmi.




3. Problema propusa: aproximar ea unei functii cu o functie polinomiala

Dezvoltarea funglor in serie Taylor este deseori étpentru & reduce problema
unei fungii complicate la un polinom gor calculabil, util de exemplu cand avem la
dispoztie o putere de calcul redus(microcontrolere, etc). Togy seria Taylor
aproximeaz funaiain jurul unui punctnupe un anumit interval

Ne propunem &gasim o fungie polinomia p: R — R de grad maxim 5, care
aproximeaz cel mai bine fungaf : R — [-1, 1], f(x) =sin(x), pe intervalul [O7].

Stabilirea structurii cromozomului

Notam fundia polinomiafi de grad 5 cu p(X) as-X+as-X*+ag- X*+ay x°+ay - x+ap.
Problema devine deci de &sjycoeficienii as, as, as, az, a1, 8 pentru care aproximarea
este optim (individul este deci fun@ p(x)). Similar cu problema precedént
consideim o precizieds = 0.01 pentru coeficien(doua zecimale)gsi cautam coeficienii
numai n intervalul [-10, 10]. Pentru fiecare coadnt avem nevoie deci de:

10-(-10)

N =log, =log, 2000< 11 biti.

Cromozomul va avea in consegii®6 de gene cu alela in muaiea {0, 1} (gene
de tipboolear), grupate cate 11 pentru fiecare coeficient Tnepastfel:

N I A O A B I R I S

8 & 810 81. 821 822 832 833 843 844 854 855 865

ag a) a a; ay as

Stabilirea fundei de mapping

Cautim o fungie de mappingM : G — P, undeG este genotipul care a fost
descris mai susi P este muimea tuturor polinoamelor de grad 5. Consider
cromozomul format din 6 secvende cate 11 bi(corespunitoare fied@rui coeficient),
iar apoi, in mod similar cu problema precedetransfornaim fiecare secvea in baza 10
si 0 scaiim la intervalul [-10, 10]. Avem deci:

10 ‘ 21 ‘ 65 ‘
0.2 9.2 9.2
M (chr) = k:"zn—ltzo—lo X° + “2111—1[20—10 X* +...+ ":E’ZSTEZO—lo x°

Stabilirea fungei de performata

Performaiga unui polinomp(x) se niisoan in funaie de "cat de bine aproximeaz
functia dat”. Mai exact, abaterea dintngx) si sin(x) trebuie § fie minima Tn orice
punct pe intervalul [Og]. Aceasta o putem formula matematic astféutam coeficienii

T
as, ..., a pentru care se atindé, = Tin0j| p(x) - sin(x)| dx
a5,...a
0



Figura 4. Functia obiectiv si functia polinomiala

Integrala de mai sus reprezimte fapt penalizarea pe care o aghaunui polinom
p(x). Diferena este ludtin modul pentru & trebuie penalizagi cazul in care(x) este
sub graficulsin(x) (adic o distama negatii). Problema de optimizare este deci una de
minimizare a fungei de performati. Pentru a facilita calculul performin unui
polinom, discretizm integralasi o aproximim cu o surd de penaliari individuale.
Consideim un nundr de 1000 de puncte intervalul [@] si calcuim diferena intre
valoarea polinomului functia dat numai in acele puncte.

3(p)= Y. | ~sing

k=0
Evident, in cazul acestei probleme este nevoie pigpolaie mai numeroassi un
numir de generd ridicat din cauz ca spaiul de cutare este mai mare.

4. Exercitii
1. Rulai programul dat in capitolul 2. Obsetvaprecizia soltiei si

convergera algoritmului. Modifica parametrii programuluisi notai
observdile.

2. Construti un program careasreprezinte grafic abaterea s@du gasite in
fiecare genet#ée la exerdiul anterior in funge de nurdrul generdei.
Analizai si discutai graficul. Masurai timpul mediu necesar rirdi pentru
0 generge.

3. Reducé marimea populdei si genera toati populaia initiala in
vecimtatea convex a minimului local. Dup céate geneta depiseste
algoritmul zona de minim locali din ce cauz ? Cat mai dureazpara
gaseste minimul global ?

4. Implementa@ un program Java caré sezolve problema de la capitolul 3
folosind algoritmi genetici. Pe baza modelului dat capitolul 2,
modificai structura cromozomulusi functia de performati. Pentru
aceasta din urilp implementd mai intdi o metodl care calculeaz
valoarea unui polinom dat pentru un argument

5. Analizai spaiul de cutare al soltiei pentru problema din capitolul 3.
Care este eficiga algoritmului ? Tnceraa mai multe variante pentru
numarul de genend si marimea popul@ei. Cum afecteazfiecare dintre
ele performata algoritmului ?



