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Control continuu vs. control numeric
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Introducere

m Convertorul analog-numeric (CAN): esantioneazd un semnal fizic m(t) si il converteste
intr-un numar binar.

m Conversia semnalului analogic m(t) in cel discretizat m(kT), are loc repetat la momente
de timp separate de T secunde.

m T - perioada de esantionare
m 1/T frecventa de esantionare in Hertz.
m Algoritmul regulatorului este de obicei sub forma unei ecuatii cu diferente = comanda
discretd u(kT) la fiecare moment de esantionare.

m u(kT) este convertit Tn semnal continuu u(t) de convertorul numeric analogic (CNA) si
mentinut constant o perioada de esantionare:

m CNA converteste numarul Tn semnal analogic,
m un element de retinere mentine semnalul constant pe durata perioadei de esantionare.

m u(t) continuu este aplicat elementului de executie similar cu implementarea continua.
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Introducere

Avantajele controlului numeric

Utilizarea senzorilor si traductoarelor numerice

Sensibilitate sc3zut3d la zgomotele de masura
Algoritmul de control se poate reconfigura usor
Aplicatii diverse pentru echipamente numerice si comunicatii

Consum de energie scazut pentru echipamentele numerice
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Introducere

Doua tehnici de baza pentru determinarea ecuatiilor cu diferente ale regulatorului numeric:

m Echivalentul discret - consta in proiectarea regulatorului continuu si aproximarea functiei
de transfer cu metode ce vor fi prezentate Tn sectiunile urmatoare.

Gc(s) — Gc(z) — difference equation

m Proiectare Tn domeniul timp discret - ecuatia cu diferente este determinat3 direct,
utilizdnd tehnici de proiectare pentru sisteme discrete.
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Esantionare

Teorema lui Shannon

O functie f(t) care are o I3time de band3 wy, este determinat in mod unic de un set de valori
discrete daca pulsatia de esantionare este mai mare decat ws = 2wp.

Pulsatia de esantionare ws = 2wy, se numeste pulsatie Nyquist

m O regula utild este ca esantionarea sa se faca cu o frecventd de 10 ori mai mare decit cea
mai mare frecventa care se considera posibil a fi prezenta.

m Perioada de esantionare (sau timpul de esantionare) se determing din ws (in rad/s):

27 27
ws=2mfi="2 = T,=2"
Ts Ws
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Esantionare. Exemplul 1

u(t) = cos2t, pulsatia este: wp =2

B ws =2wp=4rad/s, T =27 /ws = 1.57s.
®m ws = 10w, =20 rad/s, T =27 /ws = 0.314s.

rad/s.
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Esantionare. Exemplul 2

u(t) = cost + cos2t + cos4t cea mai mare pulsatie este : wp = 4 rad/s.

B ws =2wp =8rad/s, T =27 /ws = 0.78s.
m ws = 10w, =40 rad/s, T =27 /ws = 0.157s.
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Esantionare. Efectul alias

m Dac3d un semnal este esantionat sub limita indicatd de Shannon, poate rezulta un semnal
alias de frecventd mai joasa.

m Exemplu: u(t) = cos(2t), si u(t) = cost + cos 2t + cos4t, pulsatia de esantionare:
Ws = 1.5wb.

m Aparent, semnalul esantionat are o form3 diferita, cu frecventd mai joasa. Acest semnal

se numeste alias.

AN SN A

time
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Esantionare in controlul sistemelor

m Sunt disponibile mai multe posibilitati.
m Este mai degrab3 o problema de experienta decat o procedurd exacta.
m Teorema lui Shannon da de obicei o limita inferioard a frecventei de esantionare.

m Alegeti pulsatia de esantionare ca:
bwp < ws < 25wy

(2 - 9 esantioane pe durata timpului de crestere al raspunsului la treaptd)

m De exemplu, pentru un sistem de ordinul 1 Gi(s) = , perioada de esantionare

1
Tos+1
poate fi aleasa ca:

T
TO<T5<T0
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Esantionare. Exemplu

1 1
’ 1 2

Tos+1 72524_7(5_'_1
Wn

Gl(s)

m Pentru Top =1, ( = 0.7 si w, = 1 Itimea de band3 poate fi aproximata cu wp; = 1/ To

and wpy = wp.
m Teorema lui Shannon:

2w 2w 2w Ty
w1 =2wp1 = —, s =—= =nTy
s YTT T 2w 2
2 2 2w T

s b2 Ts7 g 2wb2 2w,, Wn
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Esantionare. Exemplu

Teorema lui Shannon: ws = 2wp. Raspunsul la treapta este:
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Esantionare. Exemplu

T
Pentru sistemul de ordinul 1: ws; = 6wpy (Ts = Top = 1) sau ws1 = 25wpy (Ts = To = 0.25)
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Esantionare. Exemplu

Pentru sistemul de ordinul 2 wsy = 6wpy sau wsy = 25wp»

ms:Gmb tus:25mb
1 1 ’f
08t 08
06f 06
04r 0.4
02 02
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
time time
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Control continuu vs. control numeric - din nou

Regulator continuu
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Sisteme cu esantionare

Un element de esantionare este un contact care se inchide la fiecare T secunde pt un
interval de timp foarte scurt.

Element de esantionare

r(t) / r*(t)

semnal continuu semnal esantionat

Dac3d intrarea este r(t) si iesirea r*(t) unde nT este timpul de esantionare curent iar valoarea
curent3 a lui r*(t) este r(nT):

r*(t)=r(nT)-0(t —nT)
unde ¢ este functia impuls ideal.
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Sisteme cu esantionare

r*(t) serie de impulsuri care incep la t = 0, despartite de T secundesi de amplitudine r*(kT).

r*(t) = i r(kT)o(t — kT)
k=0

r@T) . r3T)

r®

Time (kT)

Time (t)

(Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca) Sisteme cu esantionare. Sisteme de control numerice

17 /43



Sisteme cu esantionare

m Un convertor numeric-analogic CNA - converteste semnalul esantionat r*(t) intr-un
semnal continuu p(t) - se reprezint3 printr-un element de retinere de ordinul zero

(ZOH)

m (Figura) Un element de esantionare si un ZOH (stanga); raspunsul unui ZOH pentru un

impuls (dreapta):

Elem. de esantionare

r(t) r(t)

ZOH

ZOH - ia valoarea lui r(kT) si o mentine constant3 pentru kT <t < (k+1)T.
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Sisteme cu esantionare

m Un element de esantionare si un ZOH pot urmari un semnal de intrare cu precizie dacd T
este mic Tn comparatie cu variatia semnalului.

m (Figura) R3spunsul unui elem. de esantionare si ZOH pentru o intrare rampa r(t) =t

T 2T 3T Time
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Sisteme cu esantionare

Aut) 1)

T

T t

sty | zoH  uq)
Guls)

1 1(t-T)

(intrare: u(t) = d(t), iesire: y(t) =1(t) — 1(t — T), 1(t) = treaptd unitard)
Functia de transfer a unui ZOH:

Y(s 1 1 1—esT
Go(S): () g . sT _ .
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Transformata z

lesirea unui element de esantionare ideal r*(t)=serie de impulsuri cu amplitudinea r(kT):

re(t) = _r(kT)3(t— kT), t>0
k=0

o

o0

L] =Y r(kT)e ™™, z=¢"T

k=0

= Transformata z:
o

Z[r(6)] = Z[r (1)) = Y r(kT)z™*

k=0

(Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca) Sisteme cu esantionare. Sisteme de control numerice 21 /43



Tabel cu transformate Z

Domeniu timp Transformata Laplace Transformata Z
£(¢) F(s) = L[F(t)] = / F(t)e *tdt  F(2) = Z[F(£)]imsr] = Z F(KT)z
i(t) 1 1

1 z
1 -
S z—1
, 1 Tz
s2 (z—1)2
efat 1 72
s+a z—e-aT
<in at a zsinaT
s2 4+ a2 z2 —2zcosal +1
cos at s z(z —cosaT)
s2 4 32 z2 —2zcosal +1
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Proprietaile transformatei Z

Proprietate Timp discret Domeniu-z
f(kT) F(z) = Z[f(kT)]
Liniaritate afl(kT) + bfz(kT) aFl(z) + bFQ(Z)
Deplasare ladreaptacu T f((k—1)T) z71F(2)
Deplasare la dreapta cu f((k—n)T) z7"F(2)
nT
Deplasare la stangacu T f((k+1)T) zF(z) — zf(0)
Deplasare la stanga cu nT  f((k+ n)T) z"F(z) — Z F(iT)z"~
i=0
Prima diferent3 F(kT)—f((k—1T) (1-zYHF(2)
Teorema valorii finale) f(c0) = I|m f(kT) Iiml(z — 1)F(z) daca polii lui (z — 1)F(z)
z—

sunt in cercul unitate
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Functia de transfer in z

Functia de transfer in z - schema bloc

R(z)

G(z)

C(z)

Dacd C(z) este iesirea in z a semnalului de iesire, si intrarea este R(z) = functia de transfer

In z este
C(2)
=G(2)
R(z)
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Transformarea functiilor de transfer din sin z. 1 - ZOH

m Prima abordare pentru calculul unei functii de transfer se bazeaz3d pe transformarea Z a
functiei de transfer in s.

m Se d3 o functie de transfer in's: G(s). Transformata sa Tn z se obtine din:

_ efsT
6(2) = Z {Go(s)G(s)} = Z {lc(s>}

S

G(z)=(1-2zY)Z { G(s) }

S

unde Go(s) - functia de transfer a ZOH si T - perioada de esantionare.

m S-au utilizat urmatoarele propriet3ti ale transformatelor Laplace si Z:

Llx(t—T)] — e T X(s); Z[x(t — T)] = z71X(2)
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Transformarea functiilor de transfer din s in z. 2 - Aproximarea Euler

m Variabila z se poate aproxima prin diferite substitutii pentru s in functia de transfer a
sistemului continuu.

m Comparatie: fnmultirea cu s = derivare in timp; Tnmultirea cu z=! = intarziere cu o
perioada de esantionare a semnalului discret.

m Obs. derivata in timp la un moment kT se poate aproxima cu:

de e(kT)—e((k—1)T)
gt k7= T

E(z) - E(z)-z71 1-z71 1-z71

I
d
O
.
0
|
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Transformarea functiilor de transfer din s in z. 3 - Tustin

m Substitutia Tustin, numit3 si transformarea biliniara:

2(z—1) _ 20— z b

T T+ ¢ CT Tz

m O substitutie mai complicata poate aproxima mai bine comportamentul unui regulator
analogic utilizdnd o perioada de esantionare mai mare.
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Functii de transfer in z. Exemplu

Se considerd un sistem continuu cu functia de transfer:

m Vom determina mai intai functia de transfer in z cu metoda care utilizeaza elementul de
retinere de ordinul 0 (ZOH):

Gi(2) = Z{Go(s)6()} = 2 Ly izt Ly
z) = s)G(s)} = Z{———— =(1-z"H-Z{- -
! 0 s s+4 4 s s+4
m Din tabel se determina transformatele z ale functiilor elementare:

z—11, =z z 11— e 4T

Gi(z) =

(

4 z—l_z—e—“T)_Zz—e—“T
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Functii de transfer in z. Exemplu

-1
m Cu substitutia Euler s =

, functia de transfer in z este:

1 T

G2(Z) = =
1—z—1 _ >—1
ozl p g 1+4T -2

m Utilizand substitutia Tustin, functia de transfer in z este:

1 T(1+2z71)

2(1—z-1) - — )1
Aol pq 2+4T+(4T -2

G3(Z) =

m Pentru T = 0.1, functiile de transfer (scrise in termenii variabilei z in loc de z=1) n cele
trei cazuri sunt:

0.08242 0.1z _0.04167z + 0.04167

G2 = "oe03 @O =11 ®) =" 56067
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Functii de transfer in z. Exemplu

Raspunsul la semnal de intrare treaptd, simulat, in cele trei cazuri este:

Step Response

0.25 T
continuous
ZOH
simple
Tustin
0.2F
oY 0.15 1
e
2
k=
£
<
01F 4
0.05 1
0 i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25

Time (sec)
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Transformarea inversa - Metoda seriilor de puteri infinite

Exemplu. Daca transformata z a unui semnal se obtine in forma:

2

Z
X —
(2)= 2136, 1036

prin Tmpartirea polinomului de la numarator la polinomul de la numitor se obftine:
X(z)=2* : (z°-136z+036)=1+136z"1+15z72+...

Daca se compara acest rezultat cu definitia transformatei z:

X(z) = ix(kT)z_k =x(0)2° + x(T)z7* + x(2T)z 2 + ...
k=0

se observa ca:
x(0)=1, x(T)=136, x(2T)=1.5, etc
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Transformarea inversa - Metoda ecuatiilor cu diferente

m Se considerd un sistem Tn forma:

(z2) bo+bizt4 4 bpz™

Y
6(2) = X(z) 14+aiz7l4---+a,z7"

unde a; si b; sunt coeficienti reali.

m Rezulta:
Y(2)A+az + -+ anz ") =X(2)(bo+ bzt + -+ bpz ™)
sau
Y(2)= —(a1z7 ' 4 az 2+ +a,z")Y(2)+ (bo+ b1z 4+ bpz 2+ - -+ bz ™) X(2)
Y(2) = —a1z7 Y (2)+a2z 2V (2)+- - +anz "Y(2)+bo X (2)+ b1zt X(2)+ - A bmz ™ X(2)
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Transformarea inversa - Metoda ecuatiilor cu diferente

m Utilizand proprietatea:
Z[f(kT — T)] = z 1F(2), unde F(z) = Z[f(kT)]
ecuatia obtinutd anterior se poate exprima ca o ecuatie cu diferente de forma:
y(kT) = —a1y((k—=1)T)+axy((k—=2)T)+- - -+ box(kT)+bix((k—1) T)+bax((k—2)T)+...
m Sau cu o notatie simplificata:
Yk = —a1Vk—1+ aYk—2 + ... + boxx + bixk_1 + boxx_o + ...
unde s-a notat valoarea semnalului la timpul kT prin indicele k (si similar, (k —1)T cu

indicele k — 1, etc.)
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Obtinerea ecuatiei cu diferente. Exemplu
Se considerad o functie de transfer:

G(z) = Y(z) B z

X(z)  z-0.368

Tmp3rtim num3ritorul si numitorul functiei de transfer cu z la cea mai mare putere din functia
de transfer si obtinem:

Y(z) 1

X(z) 1-0.368z"1

sau
(1-0.368z"1)Y(z) = X(z) sau Y(z) =0.368z"1Y(z) + X(2)
care se poate exprima ca o ecuatie cu diferente:
Yk = 0.368yk—1 + xk

Daca primele esantioane sunt cunoscute, valorile lui yx se determind printr-o procedura
iterativa.
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Analiza sistemelor discrete
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Corespondenta intre planul s si planul z

Planul s si planul z sunt legate de o transformare conforma data de:
z—eT — e(a—l—jw)T — 0T . T
unde T este perioada de esantionare si:

Re[s] = o, Im[s] = jw

|z| =€, Lz=wT
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Corespondenta intre planul s si planul z

m Punctul s = 0 este transformat in planul zin z=e%=1
m Toate numerele complexe s = o + jw cu partea reald o constantd sunt transformate in
planul z in cercuri cu centrul in origine si raza e,

y L\ Im z

" Ims .

Res " . Re 7
\"~

o1 az -1
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Corespondenta intre planul s si planul z

m Un num3r complex imaginar s = +jw — z = &7 punct
wT.

complex in planul z cu faza

B Daca wT — m, punctul ajunge in planul z in —1, astfel descrie o jumatate de cerc. Daca

wT — —7 se obtine cealalta jum3tate de cerc.

m Numerele complexe s = 0 + jw cu aceeasi parte imaginard jw sunt transformate in linii

radiale cu unghiul constant w T fatd de axa reala.

4 Ims

ﬂ)]T

4 Imz

2T
‘ Rez
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Analiza stabilitatii in planul z

m Un sistem liniar si continuu este stabil daca toti polii functiei de transfer G(s) sunt
localizati in semiplanul stang al planului s. Planul s si planul z sunt legate de
transformarea:

7 = esT _ e(U—i—Jw)T

sau
z| =e’T, Zz=wT

m In semiplanul stang al planului s, partea reald a lui s, 0 < 0 = modulul lui z este intre 0
sil: 0<e’l < 1.

m Axa imaginar3d a planului s corespunde cercului unitate in planul z, iar interiorul cercului
unitate in planul z corespunde semiplanului stang al planului s.
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Analiza stabilitatii in planul z

Un sistem discret este stabil dacd toti polii functiei de transfer G(z) sunt localizati in interiorul
cercului unitate in planul z.

T Im Aim
s-plane z-plane
= 1
.
A7
/ .
Re Re
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Analiza stabilitatii in planul z

Im Im
s-plane z-plane

7
B

(]

N
B

Re

m Numerele complexe cu partea reald negativd o < 0 (semiplanul stadng al planului s,
regiunea A) se transforma in interiorul cercului unitate din planul z.

m Numerele complexe de pe axa imaginard, jw, (regiunea B) au partea reald o = 0 si
corespund punctelor de pe circumferina cercului unitate in planul z.

m Numerele complexe cu partea reald pozitiva o > 0 sunt localizate in semiplanul drept al
planului s (regiunea C). Modulul punctelor corespunzatoare din planul z este e > 1,
astfel acestea sunt in exteriorul cercului unitate in planul z.
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Sisteme discrete - analiza stabilitatii. Sumar

Un sistem discret cu functia de transfer G(z) este:

m stabil daca toti polii functiei de transfer sunt localizati in interiorul cercului unitate in
planul z,

m instabil dac3 existd poli in exteriorul cercului unitate si/sau existd poli cu ordinul de
multiplicitate mai mare decit 1 localizati pe circumferinta cercului unitate,

m /a limita de stabilitate daca polii cu ordin de multiplicitate 1 sunt pe cercul unitate si toti
ceilalti poli (daca existd) se afld in interiorul cercului unitate.
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Sisteme discrete - analiza stabilitatii. Exemple

1 1
m Un sistem sta;)ilz Gi(z) = ﬁ cu polii: z1 = 5 =75
|z1] = |22] = 5 < 1 - polii sunt in interiorul cercului unitate.
m Un sistem instabil: Gy(z) = P T cupolizy=—-14j, z2=—-1—

|z1] = |z2| = V2 > 1 - polii sunt in exteriorul cercului unitate.

1
m Un sistem la limita de stabilitate: G3(z) = cupoliizz =1, z = 5

V4
222 —z-1
|z1] = 1si || = 5 < 1 - un pol pe cercul unitate, iar al doilea in interior.
V4
m Un sistem instabil: G4(z) = =—————= cu polii z1 = -1, zp = -2
|z1] = 1 si |z2] =2 > 1 - un pol pe cercul unitate, iar al doilea in exterior.
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