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Transformata Laplace

F (s) = L[f (t)] =
∫ ∞

0
f (t)e−stdt

Liniară f1(t) ± f2(t) F1(s) ± F2(s)

Inmultirea cu constanta af(t) aF(s)

Deplasare complexă e±at f (t) F(s±a)

Deplasare reală f(t-T) e−TsF (s), T≥0

Scalare f(
t

a
) aF (as)

Prima derivată
df (t)

dt
sF (s)− f (0)

A doua derivată
d2f (t)

dt2
s2F (s)− sf (0)− f ′(0)

A n-a derivată
dnf (t)

dtn
snF (s)−

∑n
k=1 s

n−k f (k−1)(0)

Integrala
∫ t
0 f (t)dt

1

s
F (s)
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Transformata Laplace

Table: Transformata Laplace a unor funcţii

f(t) F(s)

1 Impuls Dirac δ (t) 1
2 Treaptă unitară u(t)=1 1

s
3 Rampă unitară v(t)=t 1

s2

4 e−at 1
s+a

5 cosωt s
s2+ω2

6 sinωt ω
s2+ω2

7 e−at sinωt ω
(s+a)2+ω2

8 e−at cosωt s+a
(s+a)2+ω2
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Semnale

1. Treapta unitară:

u(t) =

{
0, t < 0
1, t ≥ 0

Transformata Laplace a funcţiei treaptă:

L[u(t)] = 1

s

(Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca) Introducere ı̂n modelarea sistemelor 4 / 25



Semnale

2. Rampa unitară

v(t) =

{
0, t < 0
t, t ≥ 0

Transformata Laplace a funcţiei rampă:

L[v(t)] = 1

s2
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Semnale

3. Impulsul ideal (Dirac)

δ(t) =

{
0, t < 0 and t > ∆τ
A, 0 ≤ t ≤ ∆τ

, lim
∆τ→0

∫ ∆τ

0
δ(t)dt = 1

Transformata Laplace a impulsului:
L[δ(t)] = 1
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Funcţia de transfer

Funcţia de transfer = Raportul dintre transformata Laplace a semnalului de ieşire şi
transformata Laplace a semnalului de intrare ı̂n condiţii iniţiale nule.

H(s)
R(s)

r(t)

Y(s)

y(t)
H(s) =

L{y(t)}
L{r(t)}

, ı̂n condiţii iniţiale nule

Pentru ecuaţia diferenţială liniară şi omogenă:

a0r(t) + a1
dr(t)

dt
+ ...+ am

dmr(t)

dtm
= b0y(t) + b1

dy(t)

dt
+ ...+ bn

dny(t)

dtn

unde r(t) şi y(t) sunt semnalele de intrare şi ieşire.

Se aplică transformata Laplace ı̂n condiţii iniţiale nule:

(a0 + a1s + ...+ ams
m)R(s) = (b0 + b1s + ...+ bns

n)Y (s)

şi funcţia de transfer este: H(s) =
Y (s)

R(s)
=

a0 + a1s + ...+ ams
m

b0 + b1s + ...+ bnsn
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Exemplu

H(s)
R(s)

r(t)

Y(s)

y(t)

M
d2y(t)

dt2
+ f

dy(t)

dt
+ ky(t) = r(t)

Se aplică transformata Laplace ı̂n condiţii iniţiale nule şi
se obţine:

Ms2Y (s) + fsY (s) + kY (s) = R(s)

(Ms2 + fs + k)Y (s) = R(s)

H(s) =
Y (s)

R(s)
=

1

Ms2 + fs + k

”iesire = conţinut x intrare”

O funcţie de transfer H(s) arată cum intrarea este transferată la ieşire.
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Exemplu. Sistem electric

Bobina:
diL
dt

=
1

L
vL

Condensatorul:
dvC
dt

=
1

C
iC

Rezistenţa: vR = RiR

Legile lui Kirchhoff:

iL = iC + iR

vin = vL + vC

vC = vR = vout

Se presupun condiţii iniţiale zero, se aplică
transformata Laplace, se elimină toate
variabilele ı̂n afară de intrare şi ieşire.

⇒ H(s) =
Vout(s)

Vin(s)
=

1

LCs2 + L
R s + 1

=
R

RLCs2 + Ls + R

Pentru calculul detaliat vedeţi notele de curs.
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Funcţia de transfer

Pentru un sistem fizic realizabil funcţia de transfer H(s) este un raport de două polinoame:

H(s) =
N(s)

D(s)

ordinul lui D(s) ≥ ordinul lui N(s).

Ecuaţia caracteristică
D(s) = 0

Rădăcinile lui D(s) : poli

Rădăcinile lui N(s) : zerourile

Ordinul sistemului: gradul polinomului de la numitor, D(s)
Polii şi zerourile lui H(s) pot fi variabile complexe, s = σ + jω.
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Exemplu 1

Se consideră un sistem descris de funcţia de transfer:

H(s) =
s + 2

s3 + s2 + s + 1

Sistem de ordinul 3

Polinomul caracteristic şi ecuaţia caracteristică:

D(s) = s3 + s2 + s + 1 s3 + s2 + s + 1 = 0

Rădăcinile polinomului caracteristic = polii sistemului:

(s + 1)(s2 + 1) = 0, şi polii sunt: p1 = −1, p2,3 = ±j

Polinomul de la numărător are o singură rădăcină = zeroul sistemului:

s + 2 = 0, şi zeroul este: z1 = −2
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Exemplu 2

Se consideră un sistem descris de funcţia de transfer:

H(s) =
1

s2(s2 + 2s + 2)

Sistem de ordinul 4

Polinomul caracteristic şi ecuaţia caracteristică:

D(s) = s2(s2 + 2s + 2) = s4 + 2s3 + 2s2 s4 + 2s3 + 2s2 = 0

Rădăcinile polinomului caracteristic = polii sistemului:

s2(s2 + 2s + 2) = 0, iar polii sunt: p1 = p2 = 0, p3,4 = −1± j

Numărătorul este un polinom de gradul zero ⇒ sistemul nu are zerouri
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Răspunsul sistemelor

H(s)
R(s) Y(s)

Figure: Schema bloc a unui sistem

Din definiţia funţiei de transfer:
Y (s) = H(s) · R(s)

Aplicând transformata Laplace inversă:

y(t) = L−1[H(s) · R(s)].
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Exemplu

Sistemul masă-resort-amortizor, cu intrarea r(t) = δ(t) impuls ideal.

H(s) =
Y (s)

R(s)
=

1

Ms2 + fs + k
, R(s) = L[δ(t)], y(t) = L−1[H(s) · 1]

M = 1, f = 3, k = 2

H(s) = Y (s) =
1

(s + 1)(s + 2)

y(t) = e−t − e−2t

M = 1, f = 1, k = 2

H(s) = Y (s) =
1

s2 + s + 2

y(t) =
2√
7
e−t/2sin(

√
7

2
t)
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Exemplu

y(t) = e−t − e−2t
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Scheme bloc
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Scheme bloc

Scheme bloc: compuse din blocuri (sisteme) unidirectionale, care reprezintă funcţii de
transfer

Componente ı̂n scheme bloc:

Semnal Bloc

G(s)R(s)

±
±

Sumator Acelasi semnal
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Scheme bloc

Conexiuni de bază: a) serie, b) paralel şi c) cu reacţie.

(Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca) Introducere ı̂n modelarea sistemelor 18 / 25



Scheme bloc

Conexiunea serie (cascadă)

Y (s) = Y2(s) = H2(s)R2(s) = H2(s)Y1(s) = H2(s)H1(s)R1(s)

Y (s) = H2(s)H1(s)R(s)

Funcţia de transfer echivalentă de la intrarea R(s) la ieşirea Y (s):

serie: H(s) =
Y (s)

R(s)
= H1(s)H2(s)

Pentru n sisteme conectate ı̂n serie:

H(s) =
n∏

j=1

Hj(s)
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Scheme bloc

Conexiunea paralel

H1(s) =
Y1(s)

R(s)
; H2(s) =

Y2(s)

R(s)
; Y (s) = ±Y1(s)± Y2(s) = ±H1(s)R(s)± H2(s)R(s)

paralel: H(s) =
Y (s)

R(s)
= ±H1(s)± H2(s)

Pentru n sisteme conectate ı̂n paralel:

H(s) =
n∑

j=1

(±Hj(s))
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Scheme bloc

Conexiunea cu reacţie

E (s) = R(s)± Hr (s) · Y (s)

Y (s) = Hd(s) · E (s) = Hd(s) · (R(s)± Hr (s) · Y (s))

cu reacţie: H(s) =
Y (s)

R(s)
=

Hd(s)

1∓ Hd(s) · Hr (s)
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Scheme bloc

Sistem cu reacţie negativă unitară

Hd(s)
Y(s)E(s)R(s)

Hr (s) = 1

H(s) =
Y (s)

R(s)
=

Hd(s)

1 + Hd(s)
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Exemplu

Calculaţi funcţia de transfer echivalentă, de la intrarea R(s) la ieşirea Y (s) pentru următoarea
schemă bloc:

R(s) Y(s)

s+1
1

s+10
1

s+2
s+11

Se notează:

H1(s) =
1

s + 1
, H2(s) =

1

s + 10
, H3(s) =

1

s + 1
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Exemplu

R(s) Y(s)

s+1
1

s+10
1

s+2
s+11

H20(s)

H1(s) H3(s)
H2(s)

H20(s) =
H2(s)

1 + H2(s)
=

1
s+10

1 + 1
s+10

=
1

s + 11

H0 =
H1(s)H20(s)H3(s)

1 + H1(s)H20(s)H3(s)
=

1
s+1

1
s+11

s+11
s+2

1 + 1
s+1

1
s+11

s+11
s+2

H0(s) =

1
(s+1)(s+2)

1 + 1
(s+1)(s+2)

=
1

(s + 1)(s + 2) + 1
=

1

s2 + 3s + 3
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Suprapunerea semnalelor

Y (s) = R1(s) · H01(s)|R2(s)=0 + R2(s) · H02(s)|R1(s)=0

Y (s) =
H1H2

1 + H1H2H3︸ ︷︷ ︸
H01

·R1(s) +
H2

1 + H1H2H3︸ ︷︷ ︸
H02

·R2(s)

Calculul pentru H01 şi H02 este prezentat ı̂n continuare:
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Suprapunerea semnalelor

R2(s) = 0

H01(s) =
H1H2

1 + H1H2H3

R1(s) = 0

H02(s) =
H2

1 + H1H2H3
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