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Transformata Laplace

F(s) = Lf(t)] = /0 T f(t)etdr

Liniard f1(t) £ fa(t) Fi(s) = Fa(s)
Inmultirea cu constanta af(t) aF(s)
Deplasare complexd eTtf (1) F(sta)
Deplasare reald f(t-T) e TF(s), T>0
t
Scalare f(g) aF(as)
df (t
Prima derivatd d(t) sF(s) — f(0)
d*f(t
A doua derivat3 (2 ) s2F(s) — sf(0) — '(0)
i
A n-a derivata ddtgt) "F(s) — Zk s"—kfk=1)(0)
Integrala s f(t)dt ;F(s)
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Transformata Laplace

Table: Transformata Laplace a unor functii

f(t) F(s)

1 Impuls Dirac ¢ (t) 1
2 Treaptd unitard u(t)=1 %
3 Ramp3d unitard v(t)=t =

1
4 e =
5 coswt Py
6 sinwt Pyl
7 e ?sinwt (G
8 e ?coswt (SJ:?)%
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Semnale

1. Treapta unitara:

0, t<0
u(t) {1 t>0

uid) &

Y -

Transformata Laplace a functiei treapta:

£lu(e)] =
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Semnale

2. Rampa unitara

L 2

Transformata Laplace a functiei rampa:
1
Llv(t)] = =
V(0] =
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Semnale

3. Impulsul ideal (Dirac)

Ar [

-
L

0, t<0and t>A7 . [A7 B
6(t)_{A, 0<t<Ar ’A'l"lo/o ot)dt =1

Transformata Laplace a impulsului:

L)) =1
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Functia de transfer

Functia de transfer = Raportul dintre transformata Laplace a semnalului de iesire si

r(t) y(t) L{y(t)}
H(s) = ——=, 0 ditii initial I
W H(s) BT (s) C{r(0) in conditii initiale nule
m Pentru ecuatia diferentiala liniara si omogena:
dr(t) dmr(t) _ dy(t) d"y(t)
aor(t) + 317 + ...+ amdtim = boy(t) + blT 4+ ...+ bnw

unde r(t) si y(t) sunt semnalele de intrare si iesire.
(a0 + ais+ ... + ams™)R(s) = (bo + bis + ... + bss") Y (s)
_Y(s) ao+ais+..+aps™
" R(s)  bg+ bis+ ...+ bys”
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Exemplu

d?y(t) dy(t)
M f ky(t) = r(t
Sa T T ky(t) = r(D)
. s Se aplicd transformata Laplace in conditii initiale nule si
rchtzon l § se ob’,cine:
IS
() ) Ms?Y (s) + fsY (s) + kY (s) = R(s)
. (Ms? + fs + k) Y(s) = R(s)
M r(t)
Y(s) 1
H(s) = =
N e P 9 R~ e
s S

"jesire = continut x intrare”

O functie de transfer H(s) aratd cum intrarea este transferatd la iesire.
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Exemplu. Sistem electric

Bobina: dit

dv,
Condensatorul: 2vc

Rezistenta: vg = Rig

S H(s) = Yol

Legile lui Kirchhoff:

i =ic+igr
Vin = VL+VC
Ve = VR = Vout

Se presupun conditii initiale zero, se aplica
transformata Laplace, se elimind toate
variabilele Tn afara de intrare si iesire.

1 R

Vin(s)  LCs2+ Ls+1 RLC+Ls+R

Pentru calculul detaliat vedeti notele de curs.
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Functia de transfer

Pentru un sistem fizic realizabil functia de transfer H(s) este un raport de doud polinoame:

N(s)
H =
(s) D(s)
ordinul lui D(s) > ordinul lui N(s).
Ecuatia caracteristica
D(s) =0

Rad&cinile lui D(s) : poli
Rad3cinile lui N(s) : zerourile

Ordinul sistemului: gradul polinomului de la numitor, D(s)
Polii si zerourile lui H(s) pot fi variabile complexe, s = 0 + jw.
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Exemplu 1

Se considerd un sistem descris de functia de transfer:

s+2
Hs)= ———
(5) s3+s2+s541

m Sistem de ordinul 3
m Polinomul caracteristic si ecuatia caracteristica:
D(s)=s>+s’+s+1 452 4+54+1=0
m Radacinile polinomului caracteristic = polii sistemului:
(s+1)(s>+1) =0, si polii sunt: p; = —1, p23 = *Lj
m Polinomul de la numarator are o singura radacind = zeroul sistemului:
s+2=0, sizeroul este: z; = —2
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Exemplu 2
Se considerd un sistem descris de functia de transfer:

1
H =
() s2(s2 + 25+ 2)

m Sistem de ordinul 4
m Polinomul caracteristic si ecuatia caracteristica:

D(s) = s?(s* + 25 4 2) = s* + 253 + 252 s +25° +25° =0
m Radacinile polinomului caracteristic = polii sistemului:

s2(s®> 425+ 2) = 0, iar polii sunt: p; = pr =0, Pa4=—-1=%j
m Numaratorul este un polinom de gradul zero = sistemul nu are zerouri
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Raspunsul sistemelor

R(s)

H(s)

()

Figure: Schema bloc a unui sistem

Din definitia funtiei de transfer:

Aplicand transformata Laplace inversa:

y(t) = L7HH(s) - R(s)].
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Exemplu

Sistemul mas3-resort-amortizor, cu intrarea r(t) = d(t) impuls ideal.

_ Y(s) 1

R(s) = LI3(t)], y(t) = L7[H(s) - 1]

M=1Ff=3 k=2 M=1,f=1,k=2
1
_ _ 1 H(s)=Y(s) = ———
Hls)=Y(s) (s+1)(s+2) 24542
y()=e - e y(t) = }e”zsfn(fr)
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Exemplu

y(t) = —=e"?sin(

V7,
2

t (sec) 0 2 4 6 8 10 12
t (sec)

R3spuns supra-amortizat. o )
P P Raspuns subamortizat
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Scheme bloc |
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Scheme bloc

m Scheme bloc: compuse din blocuri (sisteme) unidirectionale, care reprezintd functii de

transfer

m Componente in scheme bloc:

R(s) G(s)
- 5 + i
Semnal Bloc Sumator
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Scheme bloc

m Conexiuni de baza: a) serie, b) paralel si c) cu reactie.

= 1(s)= Ya(s)=Y|
2) R(s)=R(s) Hi(s) Y1(s)=R(s) Hyls) 2(s)=Y(s)
Yi(s)
Ha(s) .
b) R(s) ; Y(s)
" v
R(s) E(s) Y(s)
—00— Hq(s)

t
His)
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Scheme bloc

m Conexiunea serie (cascadd)

R(s)=Ru(s)

Hi(s)

Yi(s)=Ra(s)

Ha(s)

Ya(s)=Y(s)

Y(s) = Ya(s) = Ha(s)Ra(s) = Ha(s) Yi(s) = Ha(s)Hi(s)Ru(s)

Y(s) = Ha(s)Hi(s)R(s)

m Functia de transfer echivalentd de la intrarea R(s) la iesirea Y(s):

- _Y(s) _
serie:.  H(s) = R(s) Hi(s)Ha(s)
m Pentru n sisteme conectate in serie:
H(s) =[] Hi(s)
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Scheme bloc

m Conexiunea paralel

Yi(s)
Ha(s)
R(s) Y
Hz(s) Vg(s)_
Hy(s) = ;1((55)); Ho(s) = ’;2((55)); Y(s) = £Yi(s) £ Ya(s) = £Hy(s)R(s) £ Ha(s)R(s)

paralel:  H(s) = ;((z)) = £Hi(s) £ Ha(s)

m Pentru n sisteme conectate in paralel:

n

H(s) = > (£H(5))
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Scheme bloc

m Conexiunea cu reactie

R(s) E(s)

s Ha(s)

Hi(s)

¥(s)

E(s) = R(s) £ H,(s) - Y(s)
Y(s) = Ha(s) - E(s) = Ha(s) - (R(s) £ Hi(s) - Y(s))

Y(s)

cu reactie:  H(s) =

R(s) 1% Hy(s)- H,(s)

Ha(s) J
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Scheme bloc

Sistem cu reactie negativa unitard

R(s) E(s) Y(s)

—(O——| Hd(s) >
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Exemplu

Calculati functia de transfer echivalentd, de la intrarea R(s) la iesirea Y(s) pentru urmatoarea
schema bloc:

R(s) o 7 7

[s+11 |LYB),

T s+1 s+10 1 s+2
Se noteazi: ) ) )
H = = H =
18) =77 M) =g M) =
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Exemplu

R(s) | 7 1 S+11 L Y()
—>0— 1 s+1 54 s+10 5+2 o
BN TO H2(s) Hy(s) ||
i S HaolS).........

Ha(s) S0 1
H —_ J—
20(s) 1+Ha(s) 1+ Lp s+11
b~ _MOH()Ha(s)  siisim o
1+ Hi(s)Hao(s)Hs(s) 1+ SJ%ISJ:H 5;;121
S S 1 1
Ho(S) (s 1)(s+2)

1+ e (s+1)(s+2)+1 s2+3s+3
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Suprapunerea semnalelor

v

R
R: % ‘
)T—- H, H,

H;

F 9

Y(s) = Ri(s) - Ho1(s)|ry(s)=0 + Ra(s) - Ho2(5)|ry(s)=0

HiH, Ho
Y(s)= ———=—. - .
(S) 1+ HiH>H3 1(5)+ 1+ HiH>H3
H H
o1 02

a)

Calculul pentru Hp: si Hopo este prezentat Tn continuare:
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—* Hy
R;
Hoz
b)

RQ(S)
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Suprapunerea semnalelor

RQ(S) =0
Rf Yf
H; » H, >
H; |+
Rl(S) =0
R. Y
—Qf—» H, >
Hf + H3 *
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H01 (S)

H02(5)

 HiH
1 + HiH>H3

Ho>

T 1+ HiHoHs
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