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Analiza sistemelor

m Determinarea unui model matematic
m Metode diferite sunt disponibile pentru analiza
m Performanta se analizeazd pe baza semnalelor de test

m Scopul analizei: studiul comportamentului sistemului in regim tranzitoriu si regim
stationar cand modelul sistemului si intrarea sunt cunoscute

m Semnale de test: treaptd, ramp3d, impuls, sinusoidal

L Regim tranzitoriu Regim stationar
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Analiza sistemelor

m Sistemul se descompune n elemente simple de ordinul cel mult 2 si efectele fiecarui
element sunt analizate

m Comportamentul elementelor simple se poate studia utilizdnd parametri caracteristici:
m Constante de timp, T
m Timp mort, T,
m Factor de amortizare, ¢
m Pulsatia naturala w,
m Constanta de proportionalitate (castig), K
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Sisteme de ordinul 1

His) K Cfx)
> —
Tst |
Functia de transfer:
C(s) K
H = =
() R(s) Ts+1

m K - factor de proportionalitate (castig)
m T - constanta de timp, T >0

Se analizeaza r3spunsul sistemului la intrare treaptad unitara, rampa unitara si impuls.
Conditiile initiale se presupun zero.
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Sistem de ordinul 1. Exemplu. Sistem mecanic

m O masind cu masa m care se misca ntr-o singur3 directie
m u(t) o fortd externd = semnalul de intrare

m y(t) viteza masinii = semnalul de iesire

m Exist3 fort3 de frecare: b = coeficient de frecare

Forta de intrare u(t) . lesire = viteza y(t)
——» Masinacumasam +——»

Forta de frecare
by(l) —— ) @]

m Ecuatia diferentiald care leagd intrarea de iesire:

mcb(f) + by(t) = u(t) |L, (Cl =0)
= msY(s)+bY(s)=U(s) = Y(s)(ms+b)=U(s)
Y(s) 1 b

Functia de transfer: H(s) = = —
m Functi (s) Uis) ms+b %5+1

m Factorul de proportionalitate K = 1/b, constanta de timp T = m/b.
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Sisteme de ordinul 1

Alte exemple:

2 1 1
4 2
Ha(s)

2
= = = K=2 T—E
S 3s+2 3540 ST 2

K

Raspunsul sistemului. Se cunosc: intrarea R(s) si functia de transfer H(s) = 5.

R(s) C(s)
O Hy B

—

c(t) = L7HH(s) - R(s)]
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Raspunsul la treapta unitara

K 1
- Ts+1s

=K1—-etT), (t>0)

() =1, R(s) = é C(s)

c(t)=L7YC(s)] = L1 {Is( — Tfil]

m Pentrut =00 = e /7T = 0sic(oo)=K (val. de regim stationar)

m La t = T valoarea lui ¢(t) este 0.632K, sau raspunsul a ajuns la 63.2% din valoarea
finala:
c(T)=K(1 —e1)=0632K
m Panta tangentei la t =0 este 1/T:

dC(t) — Ke*t/T‘ P 5
dt T t=0—= 7T

m La t = 4T r3spunsul a ajuns la 98% din valoarea finala:

c(4T) = K(1 —e*T/T) = 0.982K
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Raspunsul la treapta unitara

c(t)
slope K/T ™
K c(t)=K(l -e"

09sk|= = ,t,]:,—, LT o ——

0.632K | — =7

Pentru t > 4T raspunsul ramane intr-un interval de 2% din valoarea sa final3.
Timpul de raspuns este:
ts =4T
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Raspunsul la treapta unitara

Pentru constante de timp mici - raspuns mai rapid.

— Tt
—T=2
—T=3
—T=4
T=5
0 i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30

t (sec)
Figure: R3spunsul sistemelor de ordinul 1 pentru diferite valori ale constantei de timp
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Raspunsul la rampa unitara

Dezvoltand C(s) in fractii simple se obtine:

LoCE =L [K <512 - % + TsT—i2— 1)]

= K(t—T+TetT), (t>0)

c(t)

Daca timpul tinde la infinit t — oo, sistemul va urmari asimptotic o dreapta cu ecuatia:

c(t)y=K(t—T)

10/38
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Raspunsul la rampa unitara

Hi1) 4 et

r(H)=t
cft)

7T a7 6T
e *T/T =% =00183, = t,=4T

(Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca) Analiza sistemelor liniare si continue 11/38



Raspunsul la impuls ideal

K K _
r(t) =94(t), R(s)=1, C(s)= T c(t) = e t/T (t >0)
& o)
KT
L 4 " I =
i T 2T T 4T :
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Factorul de proportionalitate. Exemplu

Se considera un sistem de ordinul 1 cu functia de transfer:

m T =1sits; =4T = 4sec, pentru orice valoare a lui K.
m Valoarea de regim stationar a iesirii, pentru intrare treaptad unitard este K. Radspunsul
pentru diferite valori ale lui K:

4

S
e

0 1 2 3 4
t (sec)

5
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Influenta factorului de proportionalitate

Se considera:
m orice sistem liniar cu o functie de transfer H(s) si factorul de proportionalitate K =1, si
m un sistem cu functia de transfer Hy(s) = kH(s)

Raspunsurile la treaptd unitara sunt:

m for H(s):
e(t) = L H(s)R(s)] = L)
m for Hy(s):
t) = L 1Ak(s) - R = LT = e 2 P e
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Exercitiu

Determinati care dintre raspunsurile la treapta unitara din figurile de mai jos corespund
functiilor de transfer:

Gl(s) = ) 7G2(s) = ’ ’ G3(S) )
s+2 s+42 2s+1
1 0.5 1
0.8 0.4 0.8
0.6 0.3 0.6
T 5 5
0.4 0.2 0.4
0.2 A 0.1 B 0.2 C
0 0 0
0 5 10 15 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
t (sec) t (sec) t (sec)
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Sisteme de ordinul 2

R ce
A

H(s) = C(s) K B K- w?
COR(s) L2 Xsp1 s? 4 2wns + w3

wp - pulsatia naturala, ¢ - factorul de amortizare, K - factorul de proportionalitate.

wp>0, (>0
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Sisteme de ordinul 2. Exemple

Forma generala:

K K- w?
H(s) = 2 2 “ 2
252+ Cs—i—l 5% 4+ 2Cwps + ws
Exemple:
1 1 2¢
H —=1, ==1
= H(s) 24541 w2 " wh
1
sw,=1, (==, K=1
2
4 2
.HS: =
2(s) s2+2s+2 %52—1—54—1
11 20 2 V2
= == = =v2, —=—==1=(=—, K=2
wp 2 “n = V2 wp V2 ‘ 2
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Sisteme de ordinul 2

m Pentru analiza sistemului de ordinul 2 se va considera K = 1.

m Un alt factor de proportionalitate nu schimb3a caracteristicile raspunsului tranzitoriu, ci

influenteazd numai amplitudinea sa si valoarea in regim stationar (proportionale cu K).
2
. . w4 .. . L
m Polii sistemului H(s) = — 5, sunt solutiile ecuatiei caracteristice:
5% 4 2Cwps + wp

s? +2Cwns+w% =0

A = 4202 — 402 = 402(¢? - 1)

Polii sunt:

S12 = —Cw,, :I:w,,\/ C2 -1
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Sisteme de ordinul 2

sistem subamortizat .
0<(<1l = A <0 poli complex conjugati Z:}
51,2 = —Cw,, + Wn 1-— <2 ', ::

raspuns periodic amortizat

sistem neamortizat

¢ = 0 poli pe axa imaginara:
S1,2 = £wnj,

raspuns oscilant intretinut

sistem supra-amortizat o
¢(>1 = A >0 polireali o

51,2 = —Cw,,:l:wn\/Cz—l, 02
rdspuns aperiodic amortizat O R
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Raspunsul la treapta al sistemelor subamortizate

2
1 Wi

s )= s(s? + 2Cwps + w?)

Sistem subamortizat: 0 < ¢ < 1. Polii sunt complecsi 512 = —Cwp £ wpj/1 — 2

C()_l_ s + (wn . Cwn
7 (s+Cwn)?+ w3 (s+Cwn)?+ w3

unde wy = wpy/1 — (2 - pulsatia de oscilatie.

—Cwnt —
L—l[C(S)] =c(t)=1- 61_§2 - sin <wdt + arctanlce>
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Raspunsul la treapta al sistemelor subamortizate

—_ =
n

—_—=2
n

——0=3
n

—_—=7
n

6
t (sec)

Figure: R3spunsul la treapt3 al unui sistem subamortizat pentru { - constant si diferite valori ale lui w,
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Raspunsul la treapta al sistemelor subamortizate

1.8
— =01
161 — (=02
—— (=05
141 e
—g 0.7
1.2 (=0.9
1 \/
06
0.4
0.2
0 L L L L L L L L L I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t (sec)

Figure: Raspunsul la treaptad al unui sistem subamortizat pentru w, constant si diferite valori ale lui ¢
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Raspunsul la treapta al sistemelor neamortizate

Sistem neamortizat: ( = 0. Poli imaginaris; » = +jw,

2
w 1 w
(S) 52+w%7 (5) S’ (S) 5(52 +wr21)
Raspunsul la treapta:
c(t) =1—coswpt, (t>0)

s s2+w?

6
t (sec)

Figure: Raspunsul la treapta al unui sistem de ordinul 2 neamortizat pentru diferite valori ale lui wp,
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Raspunsul la treapta al sistemelor critic amortizate

Sistem critic amortizat: ( = 1. Polii sunt reali si egali: 51> = —wy
_ v
"~ (s+wn)?s
Raspunsul la treapta:
,(t>0)
— ) =1
— ) =2
_u)n:4
7 s

t (sec)

Figure: R3spunsul la treapt3 al sistemelor de ordinul 2 critic amortizate pentru diferite valori ale lui w,
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Raspunsul la treapta al sistemelor supra-amortizate
Sistem supraamortizat: ¢ > 1.
Polii sunt reali si negativi: s;2 = —Cw, = wy/C% — 1.
2
w
C(s) = z
() s(s—s1)(s — )

w eslt es2t
Raspunsul la treaptd: c(t) =1+ 7"1 ( >

—t6
—8

0 5 10 15 20 25 30
t(sec)

Figure: Raspunsul la treapta al unui sistem de ordinul 2 supraamortizate pentru diferite valori ale lui ¢
Analiza sistemelor liniare si continue
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Raspunsul la treapta al sistemelor de ordinul 2

2 n 1 b4
p—ry
18 — 0.1 ost| X X
— 05 X ¢ x
16 — 0.7 osH X
[ & X
14 —_— 0.4
— =2
12 p \ & 02 § E:a
1 g ox x b3
0.8 B -02
0.6 -0.4
04 -06
02 08 x
h X
4 "
0 5 10 15 20 -6 -5 -4 -3 -2 =] ol
t(sec) real

Figure: R3spunsul la treapta al sistemelor de ordinul 2pentru diferite valori ale lui ¢ si polii sistemului
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Specificatiile raspunsului tranzitoriu al sistemelor

Timp de crestere, timpul raspunsului maxim, suprareglaj, timp de raspuns

$eit)

Tollerance

7]

L}

T

(Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca)
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Raspunsul tranzitoriu al sistemelor de ordinul 2

1. Timpul de crestere, t, : timpul necesare raspunsului s3 creascd de la 10% la 90%, sau de la
0% la 100% din valoarea final3.

2. Timpul r3spunsului maxim, t, : timpul necesar raspunsului sd atingd primul varf al
raspunsului (sau valoarea maxim3).

3. Suprareglajul M, : valoarea maximd a rdspunsului mdsuratd de la valoarea stationara a
raspunsului. Suprareglajul in procente este (M, ):

c(tp) — c(>0)

c(o00)

unde c(00) este valoarea finald (in regim stationar) a iesirii.

Mo, = -100%

4. Timpul de raspuns, ts : timpul necesar iesirii sa ajunga si sd ramana Tntr-un interval din
jurul valorii de regim stationar, de obicei 2% sau 5% din valoarea final3.
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Timpul de crestere

Timpul de crestere t, se obtine nlocuind ¢(t,) = 1 sau

7<Wntr 1 _ 2
c(ty))=1- L sin (wdt, + arctanc) =1

Ve

Sau

1— 2
sin <wdt, + arctanc> =0

¢
tr:i' (W—arctan'l_G) :ﬂ_ﬁ
Wy ¢ W

B = unghiul intre axa reald negativa si linia care leagd originea se polul s; (vezi figura
urmatoare).
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Polii complecsi ai unui sistem de ordinul 2

Figura importanta !

-
Wy =0,41-C

(Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca)

Jm
5 )
ar————a‘; ------ JOg
[N
| .
I
| b
| \
| 5
¥ | 'Sf'f\ G..
ey | s o
b= | 7
| s
| r
s
I s
| /!
|
¢ —_— -|
32* JOg
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Timpul raspunsului maxim

Se obtine derivand c(t) n raport cu timpul si egaland derivata cu zero:

dc(t) _ Wn ot
_— e - . nlp
p lt=t, = sin(wqtp) m e 0
clt)
Sin(wdtp) =0 M,
wdtp = 0,7'[',277, 37'[',..., 01‘.—_
P T
P — Y

unde:

]

wg = wny/(1 = ¢?) e,
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Suprareglajul

M, apare la timpul t = t, = wld.

eft)

M,

0.9)

Mp (%)

L) 0
e 0 0.2 0.4 ¢ 0.6 0.8 1
.

efcwnﬂ'/wd

ﬁ sin(wgm/wqg + )
M, = e~ TC/V1-¢

My = c(tp) — c(o0) = c(ty) — 1 =

Suprareglajul Tn procente:

tp) — ty) —1
Mp% = clte) = <(20) 09, — % -100% = e~/ V1= . 100%
(Universitatea Tehnic3 din CIuj—Napoca).A.
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Timpul de raspuns

c(t) =1— e “nt/\/1— (2 sin(wqt + B)

Curbele infasuratoare:

co(t) =1+e Snt/\/1 -2

ci(t), c2(t) si c(t) vor ajunge la
2% din valoarea finald aproximativ
cand

e~SWnts < 0.02, sau Cwpts =4

4

= %

ts

(Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca)
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Exemplu

Se considera un sistem cu functia de transfer:

25 w2

n

T 2+ 65+25 52+ 2(wps + w2

H(s)

Se calculeaza:

Polii sistemului:
5172:—Cw,,j: 1—(2':—3:|:4j

Pulsatia oscilatiilor (partea imaginard a polilor) este:

wg =wpy/1— 2 =5\1-06%=4

si partea reald negativa a polilor:
—Cwp = —3.
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Exemplu

tr =

jo
8¢ i
-~ jou
AN
| \\
2 | Oy
Mg =0y 1_:' : \\
\
: rg{\ g
_{"""rdl // g
| /
| s
/
| 7
| r
|/
s -
s ¥ = JOg
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Wd

Cwn

T—f3 314-093
Wd - 4
us 3.14

tp = — = —— = 0.78sec
Wd 4

B = arctan =0.93

= 0.55sec

M, = e~™/V1=¢ = 0.095
My (%) = 9.5%

4 4
ts = = — = 1.33sec
Cwn 3
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Exemplu

Raspunsul la treapta al sistemului. Valorile parametrilor sistemului se observa din figura.

Step Response.

0.8

0.6

0
.
.
1
02 i
1
i
I
]
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Exercitiu

Determinati care dintre raspunsurile la treapta unitara din figurile de mai jos corespund
functiilor de transfer:

4 4 4
Gi(s) = ——— Gy(s) = ——7— G3(s) = ———
(5) s2+4s+ 4’ - C2(s) s2+2s+ 4  G3(5) s2+s+4
15 1.2 1
1 08
1 0.8
0.6
g 206 =2
0.4
05 0.4
02 02
0 0 B 0 C
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t (sec) t (sec) t (sec)
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Exercitiu

Determinati care dintre raspunsurile la treapta unitara din figurile de mai jos corespund
functiilor de transfer:

4 1 4
Gy(s) = 5—— Gs(s) = 5—— Gs(s) = 5¥———
() s2+ 4’  Gs(s) s2+1 + Go(s) s> +5s+4
2 2 1
0.8
1.5 1.5
0.6
S 1 S g
0.4
05 0.5
0.2
N E F
0 =/ 0 0
0 5 10 15 0 5 10 15 0 2 4 6 8
t (sec) t (sec) t (sec)
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