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Factorul static de amplificare al unui sistem stabil

Factorul static de amplificare (DC gain), Kpc, al unui sistem este raportul intre valoarea
iesirii sistemului Tn regim stationar si valoarea intrarii Tn regim stationar.
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Factorul static de amplificare al unui sistem stabil

R(s) C(s)

H(s)

m Pentru orice intrare treaptd r(t) = A, iesirea este:

C(s) = H(s) 2

m Valoarea iesirii Tn regim stationar este:

c(o0) = lim ¢(t) = lim sC(s) = lim sH(s)é = Alim H(s)

t—o0 s—0 s—0 S s—0

m Factorul static de amplificare:

c(o0)

= lim H(s)

s—0
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Factorul static de amplificare. Exemplu

Se considera un sistem cu functia de transfer:

H(s) = s+ 10

(s+2)(s+4)(s2+s+5)

m Factorul static de amplificare este:

s+ 10 10 1
Kpc = |i - — - =025
D (s +2)(s+4)(s2+s+5) 245 4

m Dac3 intrarea este o treaptd unitard r(t) = 1, valoarea iesirii in regim stationar va fi:
c(00) = Kpc = 0.25
m Dac3 intrarea este un semnal constant r(t) = 5, valoarea iesirii in regim stationar este:
c(00) =0.25-5=1.25
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Adaugarea unui zero

Se considerd un sistem cu functia de transfer H(s).

. . _ _1 | H(s
= Rispunsul la treapt3 al sistemului este: c(t) = £L71[C(s)] = £7! H(s)
s
m Se adaugd un zero la —a si se imparte functia de transfer cu a (Kpc a noului sistem este

nemodificat):

Hy(s) = 2 J; 2H(s) = ZH(s) + H(s)

m R3spunsul la treaptd al sistemului H,(s) este:
1/s
—_pr-1|Z(2
c(t)=L [s (aH(S) + H(s))}

c(t) = £ [isC(s) + C(s)} _ %c'(t) +e(t)

m Dacd a este mic = 1/a este mare = raspunsul la treaptd a lui H,(s) va creste cu
cantitatea 1/a- ¢(t).
m Adaugarea unui zero = cresterea suprareglajului.
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Adaugarea unui zero. Exemplu

Se considera un sistem cu functia de transfer:

1
Sistem 1: Hi(s) = ———
(s) s2+s+1
Ad3ugam un zero la —1 si obtinem:
. s+1
Sistem 2. Ha(s) = 5———~
s“+s+1
1.4
1.2
Comparatie: '
) v u R 0.8 _slepresponseofH‘ 1
| | SIStemu| 1: fara zerourli (albastru) 0.6 : _stepresponseofH2 i
m Sistemul 2: un zero la -1 (verde) 04
0.2
00 2 4 6 8 10 12
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Adaugarea unui zero. Exemplu

Ad3ugam un zero la -10 (si impartim functia de transfer cu 10 pentru a mentine KpC)

1 1
Sistem 3:  H3(s) = 052$:_|_01)

Comparatie: n

m Sistemul 1: f3r3 zerouri (albastru) o8} ——stepresponseolty |

s StEP response of H2

— StEp response of H3 ]

m Sistemul 2: un zero la -1 (verde)

m Sistemul 3: un zero la -10 (rosu)
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Sisteme de ordin mai mare

Se considerd un sistem H(s), cu o intrare treaptd unitard R(s) = 1/s si iesirea C(s).

B _ H(s) KT (s+ z)
XC(s) = Hs)R(s) = s s[L(s+m) H;:l(s2 + 2(jwis + w3)

q r
c(t)=a+ Z aje Pt + Z by e~ kit Sin(wkmt + )
=1 k=1

m Polii localizati departe de axa imaginara jw au parti reale negative cu valoare absoluta
mare. Termenii exponentiali corespunzatori acestor poli descresc rapid spre zero.

m Polii localizati aproape de axa imaginara jw corespund termenilor exponentiali care
descresc ncet spre zero: poli dominanti
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Sisteme de ordin mai mare

—e sin(20t)
—e ' sin(20t)
0.5 —t
— ot
ol / \ s
-0.5¢ ‘ , , , ,
-1 i i i i i
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Exemplu t (sec)

m e ! si e 'sin20t descresc incet

m e 10t 5j e710t5in 20t descresc rapid
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Poli dominanti

Aproximarea sistemelor utilizand conceptul de poli dominanti

m Se considera un sistem cu functia de transfer:

k(s + z)

H(s) =
(552 + Zes + 1)(s + p)

m polii: p12 = —Cwp £ jwpy/1 — (2, p3 = —p.
m Daca polul real este localizat mai departe de axa imaginara decat cei complecsi = polii
complecsi sunt dominanti.

m Ordinul sistemului se poate reduce neglijand polul real.

m !!l Functia de transfer trebuie Tnmultitd cu 1/p (= acelasi Kpc).
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Poli dominanti. Exemplul 1

Im
X ]
Fu(s) = y [ e
(s +2s+2)(s+10) 0 K ‘
X4

m Poli: =1+ and —10

m Descompunerea in fractii simple:

Hl(s) — i . ﬂ _ i . i r(t) ol y(t)
41 s242s+2 41 s+10 d
HpZ(S)

Hp1(s) Hpa(s)
L7 pets £ 10t
Hp1(s) — Ae sin(t + Hp(s) =—  Be
Pl( ) i ()01) p2( )
scade ncet spre 0 scade rapid spre 0
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Poli dominanti. Exemplul 1

s+2
Hi(s) =
1(s) (s2+2s+2)(s+10)
® p1o = —13: dominanti
m p3 = —10: se poate neglija.
m Aproximarea:
S+ 2 0.1 .
Hl S = 0.08 _slepresponseolH‘ 4
©) = T ras+2)(Gs T 1) | |
01(5 + 2) 0.04
————=H
52 =+ 2s + 2 2(5) 002}

t (sec)
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Poli dominanti. Exemplul 2

62.5(s + 2.5)
(s + 65 + 25)(s + 6.25)

Hl(S) =

mp1,2=-3+14-j p3=—6.25. Se neglijeaza polul real si rezulta:

10(s +2.5)
Ho(s) = o> T )
2(s) s2 4+ 65+ 25

e step response of H,
06
——— stop response of H,

0 05 1 15 2 25
t (sec)

m = R&spunsuri diferite !!! (polii sunt prea apropiati)
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Stabilitatea sistemelor liniare
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Stabilitate. Introducere

m Stabilitatea este o proprietate a sistemului si nu depinde de semnalul de intrare.
m Un sistem este BIBO stabil daca are o iesire marginita pentru orice intrare
marginita.

m Treapta, sin: marginite. Rampa, impuls: ne-marginite

Figure: a. Stabil, b. La limita de stabilitate. c. Instabil
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Stabilitatea sistemelor

m Raspunsul la impuls poate fi utilizate pentru analiza stabilitatii.

m Un sistem liniar este stabil daca si numai daca valoare absoluta a raspunsului la
impuls, integrata de la 0 la co este finita.

m Consecinta: raspunsul la impuls al unui sistem stabil este zero n regim stationar (t — o0).

= c(t)
r(t)=o(1) Hes)

c(t) (1) c(t) J
0 ! t Al ﬂ !
UV | v U
la limita de

tabil . ) ]
stabi stabilitate instabil

a) b) c)
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Stabilitatea sistemelor

Functia de transfer a unui sistem:

_ C(s) _ KT, (s + z)
R(s)  s"[T7Li(s + o)) [Thea (8% + 2cus + (af +wj))

Polii pot fi:
m reali: pj = —oj,
m complex conjugati pi12 = ay % jwy,
m pur imaginari cu ordin de multiplicitate n.

Raspunsul la impuls este:

q r

1
t) = AjePt + ) Bi(—)e™* sinwyt
c(t) 2 e 2 k(wk)e sinwy
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Stabilitatea sistemelor-Raspunsul la impuls

limita de stabilitate

{! 4 Im(s)
X
X
X
Re(s)
3 >
X I
X . .
> > X
A
stabil instabil
S —
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Stabilitatea sistemelor. Criteriul in planul s

Tipul de poli si contributia lor Tn raspunsul sistemului
m Poli reali pozitivi (p;) si poli complecsi cu partea reald pozitivd (ax) = ePit sau
e“ktsinw, t care cresc spre co
m Poli reali negativi (p;) si poli complecsi cu partea reald negativd (ax) = ePit or
e*tsinwt tind spre 0 cand t — oo.
Poli pur imaginari (£jwy) = termen sinusoidal neamortizat
Un pol in origine (pj = 0) = un termen constant
Poli in origine multipli de ordin mai mare decdt 1 n > 1 = At"~1 care creste spre oo

Poli pur imaginari multipli de ordin mai mare decit 1 = At"cos(wt + ¢) care tind spre
infinit cand t — co.
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Stabilitatea sistemelor. Criteriul in planul s

Exemple de sisteme cu poli pe axa imaginara cu ordin de multiplicitate mai mare decatl.

1 1

Hl(S) = 57, H2(S) = m

m Hj are un pol dublu in origine si H, are doua perechi de poli complecsi pur imaginari la £j
m R3spunsul la impuls:

60

40t

20r

—H1(s)=1/52

—H,(s)=1/(s%+1)

10 20 30 40 50 60
t (sec)
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Stabilitatea sistemelor. Criteriul in planul s

O conditia necesard si suficientd pentru ca un sistem s3 fie stabil este ca toti polii functiei de
transfer sa aib3 partea reald negativa.

m Un sistem nu este stabil dacd nu toti polii sunt localizati Tn semiplanul stang al planului s.

m Un sistem este /a /limita de stabilitate daca are poli pe axa imaginara si toti ceilalti poli
sunt Tn semiplanul stang al planului s.

m Un sistem este instabil daca are cel putin un pol in semiplanul drept sau poli multipli pe
axa imaginar3 sau Tn origine.
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Criteriul Tn planul s. Exemple

m Sistem stabil: 1

(s+1)(s+2)
toti polii sunt negativi: p; = —1 and p, = —2.

Hl(S) =

m Sistem stabil:

1
Hy(s) =
2(s) (s +1)(s2 + 25+ 2)
toti polii sunt Tn semiplanul stang al planuluis: p;y = =1, po3 = -1+
m Sistem la limita de stabilitate: 1
H3(s) = —=
3(s) s(s+1)
un pol in origine p1 = 0 si un pol negativ pp = —1.
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Criteriul Tn planul s. Exemple

m Sistem la limita de stabilitate:

1
H = =
3(5) s2 4+ 4
o pereche de poli pe axa imaginard p1> = $2j.
m Sistem instabil: )

) = G- 1)

un pol pozitiv py = 1 si doi poli negativi pp = —1, p3 = —2.
m Sistem instabil:

1
H. = =
5(5) 53(5 n 1)
pol triplu in origine p123 = 0 si un pol negativ ps = —1.
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Criteriul Tn planul s. Exemple

m Sistem la limita de stabilitate:

1

)= e

doud perechi diferite de poli complex conjugati pe axa imaginard p1o = £2j, p34 = %j.

m Sistem instabil: 1

poli multipli pe axa imaginard p1 2 = £2j, p34 = £2j (aceeasi locatie)

H7(S) =
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Criteriul Routh-Hurwitz

m Criteriul Routh-Hurwitz stabileste dacd un sistem este stabil sau nu utilizind ecuatia
caracteristica a sistemului.

m Se scrie ecuatia caracteristica in forma:

q(s) = aps"+ap_1s" 1+ ... +as+a =0

m Conditii necesare
m Toti coeficientii trebuie sa aib3d acelasi semn
m Toti coeficientii sunt diferiti de zero.
Sistemul nu este stabil dacd acestea nu sunt Tndeplinite.
Exemple:
1 s+2 s+3

H]_(S) = s2 + 1’ HZ(S) = 527_17 H3(S) =
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Criteriul Routh-Hurwitz

m Conditia suficientd. Daca conditiile necesare sunt satisfacute, se aranjeaza coeficientii lui
q(s) in tabelul Routh

q(s) = aps" + ap_18" 1+ ...+ a1s + ag
Tabelul Routh:

n

S . dn dn—2 dn—4 dn—6
n—1
S dn-1 dn-3 @an-5 dan-7
s2 . by by b3 bs
s"3 . g 1)) c3 c4
52 : €1 €2
st . A
0 .
S 81
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Criteriul Routh-Hurwitz

Coeficientii by, by, ... se calculeaza din cele doud linii anterioare.

1 1
s a, 1 A2, L) A6
_ ¥ !
s &11) : _32_§ ! A5 a7

st2: by b, by

n-3 .{c

s 1 ) C3
st fy
s? 81
| @n an—2
b dn—1 4dan-3 dn—1dp—2 — dpdp-3
1 pr— pr—
dn—1 dn—1
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Criteriul Routh-Hurwitz

Coeficientii by, by, ... se calculeaza din cele doud linii anterioare.

1 1
s a, A, :an-4- 1 A6
. ]
ot ud fo il te
gh2 . b1 b3
sn3 ’l Cz G
S1 : f1
s &
| @n dn—4
dn—1 dn-5 dpn—1dn—4 — dpdn-5
b2: =
dn—1 dn—1
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Criteriul Routh-Hurwitz

Coeficientii by, by, ...

se calculeaza din cele doua linii anterioare.

1 1
an an-2 an-4- : an-6 1
“n !
\n-1d %3 s 37! .
bl b2 b3
€ ) JI C3
fl
81
| @n dn—6
b dn—1 dan—7 dn—1dpn—6 — dpdn—7
3 pr— pr—

dn—1 dn—1
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Criteriul Routh-Hurwitz

Acelasi model pentru evaluarea coeficientilor ¢, ..e, f, g, utilizdnd cele doua linii anterioare:

s a an. Ang dn6

- 1 P -I
snl . A1 1 A3, a5 a7

,F'\ 1 1
sv2 . Kby J . _b_z ! b3
sn3 :1% ) G
st fy
S0 g1
__|9n—1 dn-3
. by b bian—3 —an-1b2
1 pu— p—
by b
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Criteriul Routh-Hurwitz

Acelasi model pentru evaluarea coeficientilor ¢, ..e, f, g, utilizdnd cele doua linii anterioare:

Sn

(Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca)

an ar1—2 an—4 an—6
15 == -l
Ay a3 : Apsy Ay
1
¥B1J b, :_bg L
c c, cy
fy
81
__|9n—1 dn-5
. by b3 bian—5 —an_1b3
2 pu— p—
by by
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Criteriul Routh-Hurwitz

Criteriul de stabilitate Routh:

Numarul rdd3cinilor polinomului caracteristic g(s) cu partea reald pozitivd este egal cu
numarul de schimbari de semn din prima coloana a tabelului Routh

s" :| an |an—2 an-4 an-e
st il ans1 | a3 an-s an—7
sn—2 by by b3 by
s2 €1 €

st fi

s0 81

Toti polii Tn semiplanul stdng < toate elementele din prima coloana au acelasi semn.
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Exemplu

Se considerd polinomul:
s*+253 4352 +454+5=0

Se verifica conditiile necesare (toti coeficientii au acelasi semn si sunt diferiti de 0). Se
Tntocmeste Tabelul Routh:

st 1 3 5

s3 2 4 0
2 2.3-1.4 2.5-1.0

s £320% =] 2229 =5

Sl 1-41%-5 - _6 2

0 —65-1.0 _ g

= Douad schimbari de semn = doua radacini cu partea reald pozitivd. Roots:
p1=024+14ipp=02—-14i,p3=—-1240.8i,p4 =—-1.2—-0.8i.
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Exemplu. Caz special

Un element egal cu 0 rezultat in tabel se Tnlocuieste cu un numar pozitiv mic € si se evalueaza
restul tabelului.

$3+2s%+s5s+2=0

Conditiile necesare sunt indeplinite (toti coeficientii au acelasi semn si sunt diferiti de 0).
Tabelul Routh este:

3
2
1
0

n 0 L u

= 0 pereche de radacini pur imaginare.

Daca semnul elementului de deasupra lui zero este diferit de cel al elementului de sub 0,
aceasta indicd o schimbare de semn.
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Exemplu. Sistem in bucla inchisa

Determinati valorile lui k pentru ca sistemul inchis sa fie stabil.

R(s) k C(s) >
= | s(s+H2)(57+s+1)

m Functia de transfer a sistemului Tnchis este:

k
C(S) B s(s+2)(s2+s+1) N k

R(s)_l—i—W’m s(s+2)(s2+s+1)+k

m Ecuatia caracteristica:
s* 43534352+ 25+ k=0
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Exemplu. Sistem in bucla inchisa

m Conditia necesard: k > 0. Restul coeficientilor sunt pozitivi si diferiti de zero.
m Tabelul Routh:

s 1 3 k
s3 3 2 0
52 7/3 k
st o 2-9k/T7

s0 k

m Pentru stabilitate: toti coeficientii din prima coloan3 trebuie s3 fie pozitivi:

-k 14
k>0, and 2—97>0, :>0<k<§

m Pentru k = 14/9, sistemul este la limita de stabilitate si raspunsul este oscilant Tntretinut
(neamortizat).
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Exemplu. Sistem in bucla inchisa

Raspunsul la treapta al sistemului inchis.
m k = 0.2: sistemul inchis este stabil (stanga)
m k = 1: sistemul inchis este stabil (dreapta)

Raspuns la treapta pentru k = 0.2 Raspuns la treapta pentru k=1

1 T

08 1

09 r

0.7 1 1
06 1

Sosp 8

c(t)

0.4 1

03 4

02r i

0.1 i

0 10 20 30 40 50 60 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
timp timp
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Exemplu. Sistem in bucla inchisa

Raspunsul la treapta al sistemului inchis.

m k = 1% sistemul inchis este la limita de stabilitate (stanga)

9

m k = 3: sistemul inchis este instabil (dreapta)

Raspuns la treapta pentru k = 14/9

06

0.4

021

e |_a |imita de stabilitate

0 5 10 15 20 25 30
timp

(Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca)

35

Analiza sistemelor liniare si continue

40

150

100

50

-50

-100

-150

-200

-250

Raspuns la treapta pentruk = 3

38/38



