
1/27

Eroarea staţionară
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Eroarea staţionară

Eroarea staţionară = diferenţa ı̂ntre intrarea de referinţă (r(t)) şi ieşirea sistemului (c(t)) ı̂n
regim staţionar.

e(t) = r(t)− c(t), ess = lim
t→∞

e(t), ess = lim
t→∞

(r(t)− c(t))

G0(s)
C(s)R(s) Eroarea staţionară se calculează doar dacă

există regim staţionar - sistem stabil!

Transformata Laplace a erorii: E (s) = R(s)− C (s) = (1− G0(s))R(s)
Teorema valorii finale (TVF) stabileşte că:

dacă lim
t→∞

e(t) există, atunci: lim
t→∞

e(t) = lim
s→0

sE (s)

Aplicaţi TVF numai dacă E (s) are toţi polii cu partea reală negativă şi nu mai mult de un pol ı̂n 0.
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Eroarea staţionară - Exemple

Se consideră un sistem cu funcţia de transfer: G (s) =
0.8

s2 + s + 1
şi intrarea

r(t) = 1 ⇒ R(s) =
1

s
.

Eroarea staţionară: ess = lim
s→0

s(1− G (s))R(s) = lim
s→0

s(1− 0.8

s2 + s + 1
)
1

s
= 0.2.
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Din figura: intrarea = 1, ieşirea ı̂n regim staţionar = 0.8 ⇒ ess = 1− 0.8 = 0.2.
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Eroarea staţionară - Exemple

Se consideră un sistem cu funcţia de transfer: G (s) =
2.5

s2 + 3s + 2
şi intrarea

r(t) = 2 ⇒ R(s) =
2

s
.

Eroarea staţionară: ess = lim
s→0

s(1− 2.5

s2 + 3s + 2
)
2

s
= (1− 2.5

2
) · 2 = −0.5.
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Din figură: intrarea = 2, ieşirea ı̂n regim staţionar = 2.5 ⇒ ess = 2− 2.5 = −0.5.
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Eroarea staţionară - Exemple

Se consideră un sistem cu funcţia de transfer: G (s) =
2

s2 + s + 2
şi intrarea

r(t) = 2 ⇒ R(s) =
2

s
. Eroarea staţionară:

ess = lim
s→0

s(1− 2

s2 + s + 2
)
2

s
= (1− 2

2
) · 2 = 0.
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Din figură: intrarea = 2, ieşirea ı̂n regim staţionar = 2 ⇒ ess = 2− 2 = 0.
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Eroarea staţionară - Exemple

Se consideră un sistem cu funcţia de transfer: G (s) =
1

s3 + 2s2 + 2s + 1
şi intrarea

r(t) = t ⇒ R(s) =
1

s2
. Eroarea staţionară:

ess = lim
s→0

s(1− 1

s3 + 2s2 + 2s + 1
)
1

s2
= lim

s→0

s3 + 2s2 + 2s

s3 + 2s2 + 2s + 1

1

s
=

= lim
s→0

s2 + 2s + 2

s3 + 2s2 + 2s + 1
= 2
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7/27

Eroarea staţionară - Exemple

Se consideră un sistem cu funcţia de transfer: G (s) =
1

s3 + s2 + 3s + 2
şi intrarea

r(t) = t ⇒ R(s) =
1

s2
. Eroarea staţionară:

ess = lim
s→0

s(1− 1

s3 + s2 + 3s + 2
)
1

s2
= lim

s→0
(1− 1

s3 + s2 + 3s + 2
)
1

s

= lim
s→0

s3 + s2 + 3s + 1

s3 + s2 + 3s + 2
· 1
s
= ∞
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Eroarea staţionară pentru sisteme cu reacţie negativă unitară

Pentru un sistem ı̂n buclă ı̂nchisă cu reacţie negativă unitară:

Sistemul ı̂nchis G0(s) trebuie să fie stabil!

eroarea este:

E (s) = R(s)− C (s) = R(s)− R(s)G0(s) = R(s)(1− G0(s))

sau

E (s) = R(s)(1− G (s)

1 + G (s)
) = R(s)

1

1 + G (s)

Teorema valorii finale:
ess = lim

t→∞
e(t) = lim

s→0
sE (s)
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Eroarea staţionară pentru sisteme cu reacţie negativă unitară

utilizând funcţia de transfer ı̂n buclă ı̂nchisă G0(s):

ess = lim
s→0

s(1− G0(s))R(s)

utilizând funcţia de transfer ı̂n buclă deschisă G (s):

ess = lim
s→0

s

(
1

1 + G (s)
R(s)

)
Pentru o referinţa treaptă unitară: r(t) = 1 or R(s) = 1/s:

ess = lim
s→0

s(1− G0(s))
1

s
= lim

s→0
(1− G0(s)) = 1− G0(0)

sau

ess = lim
s→0

s

(
1

1 + G (s)

)(
1

s

)
=

1

1 + G (0)
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Eroarea staţionară - Exemplu

Se consideră un sistem ı̂n buclă ı̂nchisă cu funcţia de transfer a buclei deschise:

G (s) =
k

Ts + 1

Pentru o intrare treaptă unitară, R(s) = 1/s, eroarea staţionară este:

ess =
1

1 + G (0)
=

1

1 + k
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Constantele erorii staţionare

Se consideră un sistem cu reacţie negativă:

G (s) =
k
∏M

i=1(s + zi )

sN
∏Q

i=1(s + pi )

G (s) = funcţia de transfer a sistemului deschis
reacţie unitară
N = tipul sistemului (nr. de poli ı̂n origine ai sistemului deschis)

Eroarea staţionară:
ess = lim

t→∞
e(t) = lim

t→∞
(r(t)− c(t))

ess = lim
s→0

s(R(s)− C (s)) = lim
s→0

sR(s)(1− G (s)

1 + G (s)
) = lim

s→0

sR(s)

1 + G (s)
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Eroarea staţionară

Intrare treaptă: r(t) = 1 ⇒ R(s) =
1

s

ess = lim
s→0

s
1

s

1

1 + G (s)
=

1

1 + G (0)
=

1

1 + Kp

Kp = lim
s→0

G (s) = constanta erorii staţionare la poziţie

N = 0:

G (s) =
k
∏M

i=1(s + zi )∏Q
i=1(s + pi )

⇒ Kp = const ⇒ ess = const

N ≥ 1:

G (s) =
k
∏M

i=1(s + zi )

sN
∏Q

i=1(s + pi )
⇒ Kp = ∞ ⇒ ess = 0
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Eroarea staţionară

Intrare rampă: r(t) = t ⇒ R(s) =
1

s2

ess = lim
s→0

s
1

s2
1

1 + G (s)
= lim

s→0

1

s(1 + G (s))
= lim

s→0

1

sG (s)
=

1

Kv

Kv = lim
s→0

sG (s) = constanta erorii staţionare la viteză

N = 0: G (s) =
k
∏M

i=1(s + zi )∏Q
i=1(s + pi )

⇒ Kv = 0 ⇒ ess = ∞

N = 1: G (s) =
k
∏M

i=1(s + zi )

s
∏Q

i=1(s + pi )
⇒ Kv = const ⇒ ess = const

N ≥ 2: G (s) =
k
∏M

i=1(s + zi )

sN
∏Q

i=1(s + pi )
⇒ Kv = ∞ ⇒ ess = 0
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Exemplu 1

G (s) =
s + 4

(s + 1)(s + 2)

Sistemul ı̂nchis este stabil - verificare

Constanta erorii staţionare la poziţie şi eroarea staţionară la poziţie (intrare treaptă):

Kp = lim
s→0

G (s) = lim
s→0

s + 4

(s + 1)(s + 2)
= 2, ess =

1

1 + Kp
=

1

3

Constanta erorii staţionare la viteză şi eroarea staţionară pentru intrare rampă:

Kv = lim
s→0

sG (s) = lim
s→0

s · s + 4

(s + 1)(s + 2)
= 0, ess =

1

Kv
= ∞
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Exemplu 2

G (s) =
4

s(s + 2)

Sistemul ı̂nchis este stabil - verificare

Constanta erorii staţionare la poziţie şi eroarea staţionară la poziţie (intrare treaptă):

Kp = lim
s→0

G (s) = lim
s→0

4

s(s + 2)
= ∞, ess =

1

1 + Kp
= 0

Constanta erorii staţionare la viteză şi eroarea staţionară pentru intrare rampă:

Kv = lim
s→0

sG (s) = lim
s→0

s · 4

s(s + 2)
= 2, ess =

1

Kv
=

1

2
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Exemplu 3

G (s) =
4

s − 2

Sistemul deschis G (s) - instabil dar sistemul ı̂nchis G0(s) =
G (s)

1 + G (s)
=

4

s + 2
este stabil.

Constanta erorii staţionare la poziţie şi eroarea staţionară la poziţie (intrare treaptă):

Kp = lim
s→0

G (s) = lim
s→0

4

s − 2
= −2, ess =

1

1 + Kp
= −1

Constanta erorii staţionare la viteză şi eroarea staţionară pentru intrare rampă:

Kv = lim
s→0

sG (s) = lim
s→0

s · 4

s − 2
= 0, ess = ∞
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Exerciţiu

Arătaţi că pentru un sistem cu reacţie negativă unitară:

Eroarea staţionară pentru o intrare treaptă este egală cu 0, dacă G (s) are un pol ı̂n
origine (sistem de tipul 1)

Eroarea staţionară pentru o intrare rampă este egală cu 0, dacă G (s) are doi poli ı̂n
origine (sistem de tipul 2)
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Eroarea staţionară pentru sisteme cu reacţie negativă ne-unitară

Funcţia de transfer a sistemului ı̂nchis G0(s) =
G (s)

1 + G (s)H(s)
- stabilă

Eroarea staţionară:

ess = lim
t→∞

(r(t)− c(t)) = lim
s→0

s(R(s)− C (s)) = lim
s→0

s · R(s) · (1− G0(s))
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Exemplu

Determinaţi valoarea parametrului k (k > 0) pentru care eroarea staţionară la o intrare treaptă
r(t) = 4, t > 0 este egală cu 0.

k > 0, G (s) =
1

s + 2
, H(s) =

2

s + 4

Sistemul ı̂nchis:

G0(s) =
kG (s)

1 + kG (s)H(s)
=

k(s + 4)

(s + 2)(s + 4) + 2k

Verificarea stabilităţii G0(s): de exemplu folosind criteriul RH pentru polinomul
caracteristic s2 + 6s + 8 + 2k
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Exemplu - cont.

Eroarea staţionară:

ess = lim
s→0

s · R(s) · (1− G0(s)) = lim
s→0

s · 4
s
·
(
1− k(s + 4)

(s + 2)(s + 4) + 2k

)
ess = 4 · (1− G0(0)) = 4 · (1− 4k

8 + 2k
) = 0 ⇒ k = 4
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Analiza sistemelor. Aplicaţii
Câteva observaţii asupra localizării polilor sistemului de ordinul 2 şi caracteristicile

răspunsului tranzitoriu

Universitatea Tehnică din Cluj-Napoca
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Polii complecşi ai unui sistem de ordinul 2

s1,2 = −ζωn ± jωn

√
1− ζ2

Re(s1,2) = −ζωn, Im(s1,2) = ωd = ωn

√
1− ζ2

timpul de răspuns:

ts =
4

ζωn

timpul răspunsului maxim:

tp =
π

ωd
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23/27

Polii complecşi ai unui sistem de ordinul 2

s1,2 = −ζωn ± jωn

√
1− ζ2

|s1,2| =
√
ζ2ω2

n + ω2
n(1− ζ2) = ωn

factorul de amortizare

cosβ =
ζωn

ωn
= ζ

β = arccosζ

timpul de creştere:

tr =
π − β

ωd
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Exemplu

Se consideră un sistem de ordinul 2 cu funcţia de transfer :

H(s) =
ω2
n

s2 + 2ζωns + ω2
n

.

Determinaţi aria din planul complex ı̂n care pot fi localizaţi polii sistemului astfel ı̂ncât
specificaţiile răspunsului la treaptă să sunt:

(a) Factorul de amortizare ζ ≥
√
3

2
.

(b) Factorul de amortizare ζ ≥
√
2

2
şi timpul de răspuns ts < 4 sec .

(c) Factorul de amortizare ζ ≤
√
2

2
, timpul de răspuns ts < 4 sec şi timpul răspunsului maxim

tp =
π

3
sec .
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Exemplu - (a)

(a) Localizarea polilor astfel ı̂ncât ζ ≥
√
3

2

σ

ωj

30
o

-30
o

factorul de amortizare

ζ = cosβ ⇒ β = arccosζ

ζ ≥
√
3

2
⇒ cosβ ≥

√
3

2

⇒ β ≤ arccos

√
3

2
⇒ β ≤ 30o
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Exemplu - (b)

(b) Localizarea polilor astfel ı̂ncât ζ ≥
√
2

2
şi ts < 4 sec

�

�j

45
o

-45
o

factorul de amortizare

ζ = cosβ ≥
√
2

2
⇒ β ≤ arccos

√
2

2
= 45o

timpul de răspuns

ts =
4

ζωn
< 4 ⇒ ζωn > 1 ⇒ −ζωn < −1

⇒ Re(poli) < −1
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27/27

Exemplu - (c)

(c) Localizarea polilor astfel ı̂ncât ζ ≤
√
2

2
, ts < 4 sec , tp =

π

3
sec .

�

�j

-45
o

-3j

3j

factorul de amortizare

ζ = cosβ ≤
√
2

2
⇒ β ≥ arccos

√
2

2
= 45o

timpul de răspuns

ts =
4

ζωn
< 4 ⇒ ζωn > 1 ⇒ −ζωn < −1

timpul răspunsului maxim

tp =
π

ωd
=

π

3
⇒ ωd = 3

⇒ Re(poli) < −1, im(poli) = 3
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