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Introducere

m Caracteristicile de baza ale raspunsului tranzitoriu a unui sistem in bucla Tnchisa sunt

legate de localizarea polilor sistemului Tnchis.

m Daca sistemul are un parametru variabil, locatia polilor sistemului inchis depinde de

C(s)

parametru.
m Este important s3a determinam cum se modifica polii in planul s cand parametrul este
variabil.
R(s)
k > G(s)
H(s) |«
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Exemplu

R(s) Kbl 1 C(s)
_ s(s+2)
m Functia de transfer in bucld deschisa:
1
kG(s) = k
() s(s+2)
Polii sistemului deschis: 0, —2, nu depind de k
m Functia de transfer a sistemului inchis:
PR
kG(s) s(s+2) k
1+kG(s) 4 1 s2+2s+k
+ k
s(s+2)

Polii sistemului inchis: depind de k
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Exemplu

1 — k=
k=1 Gy(s)= 57— 0.8y
» Cols) s24+2s+1 06l
0.4
m Poliisi =5 =-1 0.2}
m Raspunsul la treapta este critic amortizat. % 7 5
t(sec)
2 T
50 [—k=50]
k=50, Go(s)= 5—F—2r 15} 1
sc+2s+50
i
m Polii: 515 =—-147j, 0.5
m R3spunsul la treaptd este sub-amortizat. % 1 3 5
t(sec)
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Locul radacinilor

Locul radacinilor este reprezentarea grafica a radacinilor ecuatiei caracteristice a sistemului

inchis pentru toate valorile unui parametru din sistem, k € [0, c0).

R(s)

=~
Y

G(s)

C(s)

H(s)

A

m Functia de transfer a sistemului deschis

Hy(s) = kG(s)H(s)

m Functia de transfer a sistemului Tnchis

C(s)

kG(s)

R(s) 1+ kG(s)H(s)
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Locul radacinilor

m Ecuatia caracteristica a sistemului inchis:
1+ kG(s)H(s) =0 = kG(s)H(s)=—1

m Ideea: valorile lui s pentru care kG(s)H(s) = —1 trebuie s3 satisfac3 ecuatia
caracteristica a sistemului.

m kG(s)H(s) este un raport de polinoame n s si kG(s)H(s) este o cantitate complexa:
| kG(s)H(s) | ZkG(s)H(s) = -1+ 0
m Conditia de faza:
ZkG(s)H(s) = £—1+,0 =+£180°(2¢g+1), ¢=0,1,2,..

m Conditia de modul:
[kG(s)H(s)| = | —1+,0[ =1
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Numere complexe. Recapitulare.

m Valoarea absolutd (sau modulul):
|s| = |a+jb| = Va2 + b?

m faza (sau argumentul):

b
/s = arg(s) = arctan—, dacad a>0
a

A m

Faza se masoara de la axa reald pozitiva n sens trigonometric.
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Numere complexe. Recapitulare.

m Produsul a doud numere complexe: s; = a+ jb and s, = ¢ + jd are modulul:

|s152] = |s1] - |so] = V@@ + b2\/c2 + o2
si faza:
L(s18) = Lsy + £Lsp = L(a+ jb) + Z(c + jd)
m Raportul a doud numere complexe are modulul:

B @  Va?+p?
2] V2 +d?

S1

52
si faza:

L3 = sy~ /sy = Z(a+jb) — ZL(c + jd)
S2
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Numere complexe. Recapitulare.

m Se considerd un numar complex r. Dorim s3 calculdm faza lui r + 3.
m Punctele r, r + 3, 0 si —3 formeaza un paralelogram.

m Faza lui r + 3 = unghiul (m3surat n sens trig.) de la axa reald pozitivd la linia care
uneste r cu radacina lui r + 3, adica —3.

‘Im

r r+3

Re

-3 o
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Exemplu

m Se considerd un sistem Tn bucl3 inchisa cu functia de transfer a sistemului deschis:

(Universitatea Tehnicd din Cluj-Napoca)

kG(s)H(s) =

k(s+3)

(s+5)(s®>+25s+2)
m Pentru un punct de test s = r, faza lui kG(s)H(s) este:

LkG(s)H(S)|s=r = Lk + Z(r+3) — ZL(r+5) — Z(r+1—j) = Z(r+1+))
ZkG(s)H(S)|s=r =0+ @1 — 02 — 3 — ¢4

Test point r

jo
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Exemplu. Locul radacinilor pentru un sistem de ordinul 2

Ris) p Cys)

f— s(s+2) "

m Functia de transfer a sistemului deschis G(s):

k
G(s)= ——=
() s(s+2)
m Functia de transfer a sistemului inchis:
G(s) k
G == =
os) = 77 G(s)  s2+2s+k
m Ecuatia caracteristica:
k
1+ ———— =0 saus’+2s+k=0
s(s+2)

m Se va desena locul rdd3cinilor pentru k € [0, 00).
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Exemplu. Locul radacinilor pentru un sistem de ordinul 2

m Radicinile ecuatiei caracteristice (polii sistemului Tnchis):
si=—-14+V1—-k s=-1—+V1—k

m Radacinile sunt reale pentru k < 1 si complexe pentru k > 1.
m Pentru k = 0, polii sistemului Tnchis = polii sistemului deschis: s; =0, s, = —2.

m Cand k creste in intervalul (0,1), poli sistemului inchis se misc3d spre punctul (—1,0). Poli
reali: sistem supra-amortizat.

m Pentru kK = 1, polii sistemului inchis: s; = sp = —1. Sistemul este critic amortizat.
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Exemplu. Locul radacinilor pentru un sistem de ordinul 2

Jeor g
k=4 |...... X5
m k € (1,00): polii sistemului Tnchis se
desprind de pe axa reald si devin k=2 ... il
complecsi.
m Poli complecsi: s10 = —1+ vk —1j. k=0 k=0 R
m Polii se miscd de-s lungul unei linii _:2-/‘-1 0 o
verticale Re(s) = —1, simetric k=1 ]
m k > 1: sistem subamortizat, raspuns k=2 p-oo -7
oscilant.
k=4 R
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Exemplu. Locul radacinilor pentru un sistem de ordinul 2

Conditia de faza este indeplinita: p

k | B
s(s+2)*=F ™
=/k—4s—L(s+2)=

=0—6; — 0 =—180° f2

pentru ca:
ntr-un punct s = P € LR:
01 = Zs si 0 = Z(s + 2) si (din figurd):

01 + 0, = 180°
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Exemplu. Locul radacinilor pentru un sistem de ordinul 2

Pentru o pereche de poli complecsi:
s12 = —1 £ /1, factorul k se determina din

conditia de modul:

k

G2,

1G(s)H(s)| =

51,2

Ssau
k=1s(s + 2)[s=—1+4j1

k=|—1+j1-|1+ 1
k=+12+12¢/12 412 =2
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Locul radacinilor - procedura

m Se scrie ecuatia caracteristica sub forma:
1+ kP(s) =0.
m Se factorizeazd P(s) in termenii a np poli si n, zerouri

[ (s + z) _
[T12.(s + p))

m Se localizeaz3 polii si zerourile sistemului deschis Tn planul s: x - polii, o - zerourile.

1+k

m Se determind numarul de ramuri SL. SL = np, unde n, > n,, n, = numarul de poli ai
sistemului deschis, n, = numarul de zerouri ai sistemului deschis.
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Locul radacinilor - procedura

m Se determind numarul de ramuri SL. SL = n,,.
m Se localizeaza segmentele de pe axa reald care apartin locului radacinilor:

LR se afla pe axa real3d la stdnga unui numar impar de poli si zerouri ai sistemului deschis
LR incepe intr-un pol al sistemului deschis si se termin3 la un zero (sau infinit)

m Locul radicinilor este simetric fata de axa real3.

m LR tinde la infinit de-a lungul asimptotelor centrate in o4 cu unghiurile ® 4 fatd de axa
reala pozitiva.

poli) — zerouri 2g+1
A = Z( ) Z( )7 bp=—--180°, q=0,1,...(np—n;—1)
np — n np — ny

m Din criteriul Routh-Hurwitz = intersectia cu axa imaginara (dacd existd).
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Locul radacinilor - procedura
m Se determind punctul de desprindere de pe axa reald (daca existd)
Se calculeazi k = —% = p(s), (din 1+ kP(s) = 0)

Se obtine dp(s)/ds =0
Se determind solutiile de la 2 sau se utilizeazd o metoda grafica pentru a afla maximul lui
p(s).
m Se determind unghiul de plecare din polii complecsi si unghiul cu care LR ajunge n
zerouri, din conditia de faza

ZP(s) = £180°(2q + 1), at s = pj or z;.
m Daca este necesar, se verifica localizarea radacinilor care satisfac conditia de faza
ZP(s) = £180°(2qg + 1) la un pol s,
m Daca este necesar, se determina factorul k, pentru o anumita radacina s,
H}il |s+pl
[[Z [ s+z|
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Locul radacinilor. Exemplu

Se va schita locul rad&cinilor si se va determina valoarea lui k pentru care factorul de
amortizare ¢ a unei perechi de poli dominanti complecsi este 0.5, pentru sistemul Tnchis:

Rfs) i Cis)
T— s(s+1)fs+2) !
m Ecuatia caracteristica:
k
1+ kG(s)=0,saul+ ————-—==0

s(s+1)(s+2)

m Functia de transfer in bucld deschisa nu are zerouri: n, = 0, si are trei poli, p1 =0,
p2=—1,p3=-2: n, =3.
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Locul radacinilor. Exemplu

m Se plaseazi polii sistemului deschis in planul complex cu simbolul x.

m LR are n, = 3 ramuri.

m Se localizeaza segmentele de pe axa reald care apartin de locul rad3cinilor: intre p; =0 si
pp=—1,sidela ps=-2la —.

m Deoarece LR incepe intr-un pol si se termind in zerou (sau infinit), intre 0 si —1 vom gasi
un punct de desprindere.

hjm

-+ o)X >
2 -1 0

Polii sistemului deschis si LR pe axa reala
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Locul radacinilor. Exemplu

m LR este simetric fata de axa reala.
m Ramurile LR care tind la infinit, sunt de-a lungul unor asimptote, centrate in o4 si cu
unghiurile ®4.
LS -X(@) _0-1-2_
np — Ny 3

2g+1
3

_2q+1
o, —ng

d4 .180° = .180°, q=0,1,2

Sau
® 4 = 60°,180°, 300°
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Locul radacinilor. Exemplu

Asimptote
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Locul radacinilor. Exemplu

Criteriul Routh-Hurwitz:
34352 +2s+ k=0

Tabelul Routh:

s3 1 2
s? 3 k
st (6 —k)/3

s0 k

= k =6 (sistemul este la limita de stabilitate = rddacini pe axa imaginard). Se Tnlocuieste
k = 6 Tn ecuatia caracteristica:

s +3s2+25+6=0 sau (s+3)(s°+2)=0

sip = 1jV2, s3=-3
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Locul radacinilor. Exemplu

Punctul de desprindere.
Din ecuatia caracteristica:

k
1+m:0, = k:—5(5+1)(5+2):p(5)

Se calculeazi solutiile ecuatiei:

dp(s) d 3 2
p(s)=0 = i :—E(s +3s°+2s) =0
d‘;(ss) = (32 +65+2) =0 = s =—0.4226, s, =—1.5774
Punctul de desprindere este intre 0 si -1, = s3 = —0.4226
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Locul radacinilor.

Exemplu
jo
!
s
I
!
!
4
£
r
r
£
S
~ K
- o=
| 042
A
A
A
A
kY
A
A

p

-2

AL

A
A

Intersectia cu axa imaginara si punctul de desprindere
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Locul radacinilor. Exemplu

Locul rad3cinilor
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Locul radacinilor. Exemplu. Analiza

Valoarea lui k Tn punctul de
desprindere se calculeaza din conditia
de modul:

|kG(s)]s=—0.42 =1

ke _1
s(s+1)(s+2)|s—_o.42
k = |—0.42(—0.42+1)(—0.42+2)| = 0.384

\j
\
\\\ k 9 CC
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Locul radacinilor. Exemplu. Analiza

\\\\ _]‘/E
\ k—>o0

m k =0, polii sistemului inchis B = polii sistemului deschis x
m 2 poli negativi, 1 pol in 0 = limita de stabilitate
Analiza sistemelor utilizand locul rid3cinilor 28 /41



Locul radacinilor. Exemplu. Analiza

\\\\ _]‘/E
\ k—»c0
m k € (0, 0.384), polii sistemului Tnchis M
m sistemul Tnchis are 3 poli reali negativi = sistemul inchis stabil, supra-amortizat
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Locul radacinilor. Exemplu. Analiza

m k = 0.384, polii sistemului inchis H
m sistemul inchis are doi poli reali negativi si egali (—0.42), un pol negativ, = sistemul
Tnchis stabil, critic amortizat
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Locul radacinilor. Exemplu. Analiza

k=6 -2
\ k—>c0
m k € (0.384, 6), polii sistemului inchis M
m doi poli complex-conjugati cu partea reald negativa, un pol negativ, = sistemul Tnchis
stabil, sub-amortizat
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Locul radacinilor. Exemplu. Analiza

m k = 6, polii sistemului inchis H
m doi poli complex-conjugati pe axa imaginara, un pol negativ, = sistemul Inchis la limita
de stabilitate
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Locul radacinilor. Exemplu. Analiza

m k > 6, polii sistemului inchis
m doi poli complex-conjugati cu partea reala pozitiva, un pol negativ, = sistemul inchis
instabil
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Locul radacinilor. Exemplu. Analiza - sumar

k =0, un pol in origine, sistemul este la limita de stabilitate
k € (0,0.384), poli reali negativi, in semiplanul stang, sistem stabil si supra-amortizat

k = 0.384, doi poli reali negativi si egali, un pol negativ, sistemul este critic amortizat

k € (0.384,6), un pol negativ real si doi poli complecsi cu partea reald negativa, sistem
stabil, subamortizat

k = 6, un pol real negativ, doi poli pe axa imaginara, sistem la limita de stabilitate

m k > 6, un pol real negativ si doi poli complecsi cu partea reald pozitiva, sistem instabil
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Locul radacinilor. Exemplu

Recapitulare. Polii complecsi ai unui sistem de ordinul 2:
-, jm

e Joa
\\\ 5172 = —Cw,, :l:jw,,\/ 1-— Cz

|
|
@,
B =0uy1- :2 : \\ "
| \\ Cwn
! B/ o cosf3 = =(
— '@Pdl 7 o Wn
= &
| s —
G B = arccos(
| e
| s
! // -
s ¥ —J%g
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Locul radacinilor. Exemplu

Polii sistemului inchis cu ( = 0.5 se afl3 pe liniile care trec prin origine si fac unghiurile
Farccos( = tarccos0.5 = £60° cu axa reald negativa.

s12 = —0.3337 + j0.5780

Valoarea lui k pentru s; > se determind din
conditia de modul:

k=|s(s+1)(s +2)|s,, = 1.0383

a2 Al treilea pol se gaseste la
\ s = —2.3326.
Aceste valori precise se pot determina numai
Figura: Locul rid3cinilor si polii cu ¢ = 0.5 utilizand un calculator
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Locul radacinilor

Locul radacinilor pentru orice parametru variabil. Exemplu

R(s) G(s) = 20 o,
- s(s+1D)(s+4)
H(s)=ks+1 [
20
G.(S)—m7 H(S)—1+k5
Functia de transfer Tn bucla deschisa:
20(1 + ks)

R )
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Locul radacinilor. Exemplu

m Ecuatia caracteristica:

1+G(s)H(s):1+mzo

s3 + 552 + 45 + 20 + 20ks = 0

m Se noteazd 20k = K si se Tmparte cu suma termenilor care nu contin pe K:

$3+552+45+20+Ks=0

Rezult3a:
s

=0
s34+ 552 +4s+ 20
m Se schiteaza locul rddicinilor pe baza noii ecuatii caracteristice.

1+ K
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Locul radacinilor. Exemplu

m Ecuatia caracteristica se poate scrie:
s
1+K——+———-=0
(s +5)(s2+4)

m Polii sistemului deschis: p1» = %2, p3 = —5 si zerourile sistemului deschis: z; = 0. =

np=1n,=3
m LR are n, = 3 ramuri.
m Pe axa reald: LR este intre polul —5 si zeroul din origine. Celelalte doud ramuri Tncep din

polii 52 si tind spre asimptote pentru K crescator.
m Centrul asimptotelor:

-5—-j2442-0 5
= =——-=-25
oA 2 2
si unghiurile asimptotelor:
_ +180°(2q + 1)
I —
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Locul radacinilor. Exemplu

jot

j2
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Locul radacinilor. Exemplu. Analiza

m Pentru k = 0 sistemul Tnchis este la limita de stabilitate pentru ca doi poli ai sistemului
inchis se afld pe axa imaginard (= doi poli ai sistemului deschis)

m Pentru orice k > 0 toti cei trei poli ai sistemului Tnchis sunt Tn semiplanul stang al
planului s. Sistemul este stabil.

m Pentru orice k > 0 sistemului Tnchis va avea doi poli complecsi cu partea reald negativa si
un pol real negativ. Sistemul este sub-amortizat si raspunsul este oscilant.
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