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Problema de optimizare staţionară

1 min
x

f (x)

2 ı̂n raport cu setul de variabile independente x =
[
x1 x2 · · · xn

]T
3 cu restricţiile de tip egalitate: hi (x) = 0, i = 1, m, m < n

4 cu restricţiile de tip inegalitate: gj(x) ≤ 0, j = 1, p
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Problema de maxim si problema de minim

Transformarea unei probleme de minim ı̂ntr-o problemă de maxim se poate
face inversând semnul funcţiei obiectiv:

argmin
x

(f (x)) = argmax
x

(−f (x))
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Teorema lui Weierstrass

Dacă o funcţie f (x) este continuă pe un interval ı̂nchis [a, b], atunci f (x) are
un maxim şi un minim ı̂n [a, b]. Dacă f (x) are un extrem ı̂ntr-un interval
deschis (a, b) atunci extremul este localizat ı̂ntr-un punct critic.
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Optimizare fără restricţii. Condiţii necesare. Condiţii
suficiente

Condiţii necesare
Puncte critice (staţionare):

pentru funcţii de o variabilă: prima derivata a lui f (x) este zero : f ′(x0) = 0

pentru funcţii de n variabile: gradientul este zero :∇f (x0) = 0

∇f (x) =

[
∂f

∂x1

∂f

∂x2
. . .

∂f

∂xn

]T
Condiţii suficiente pentru funcţii de o singură variabilă

Dacă f ′′(x0) < 0, atunci x0 este un punct de maxim local.

Dacă f ′′(x0) > 0, then x0 este un punct de minim local.

Dacă f ′′(x0) = ... = f (k−1)(x0) = 0 şi:
Dacă k este par

Dacă f (k)(x0) < 0, atunci x0 este un punct de maxim local.
Dacă f (k)(x0) > 0, atunci x0 este un punct de minim local.

Dacă k este impar, atunci x0 este un punct de inflexiune.
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Exemplu

Se caută extremele locale ale funcţiei

f (x) =
x5

5
− x3

3

Punctele staţionare se calculează egalând prima derivată cu zero:

f ′(x) = x4−x2 = x2(x2−1) = x2(x−1)(x+1) x1 = 1; x2 = −1; x3 = x4 = 0

Tipul extremelor se evaluează din derivata a doua: f ′′(x) = 4x3 − 2x

f ′′(1) = 2 ⇒ x1 = 1 este minim local

f ′′(−1) = −2 ⇒ x2 = −1 este maxim local

f ′′(0) = 0 ⇒ f ′′′(x) = 12x2 − 2 f ′′′(0) = −2 ̸= 0. Ordinul derivatei k = 3
(impar) ⇒ x3,4 = 0 sunt puncte de inflexiune.
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Exemplu
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Condiţii suficiente pentru funcţii de n variabile

Pentru funcţia f (x), matricea Hessian:

H2 =


∂f
∂x2

1

∂f
∂x1∂x2

· · · ∂f
∂x1∂xn

∂f
∂x2∂x1

∂f
∂x2

2
· · · ∂f

∂x2∂xn

· · · · · · · · · · · ·
∂f

∂xn∂x1
∂f

∂xn∂x2
· · · ∂f

∂x2
n


Un punct staţionar x0:

Dacă H2 este pozitiv definită x0 este un minim local pentru f .

Dacă H2 este negativ definită x0 este un maxim local pentru f .

If H2 are unele valori proprii negative şi altele pozitive x0 este şa

altfel, testul nu e concludent.

Obs: dacă matricea hessian este pozitiv semidefinită sau negativ semidefinită,
testul este de asemenea neconcludent.
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Exemplu

f (x) = f (x1, x2) = x21 + 2x1x2 + x42 − 2

Puncte staţionare: ∇f (x0) = 0:

∇f (x0) =

[
2x1 + 2x2
2x1 + 4x32

]
= 0 ⇒ (0, 0), (

1√
2
,− 1√

2
), (− 1√

2
,
1√
2
)

Hessian:

H2 =

[
fx1x1 fx1x2
fx1x2 fx2x2

]
=

[
2 2
2 12x22

]
(x10, x20) = (0, 0) este şa pentru că:

H2(x10, x20) =

[
2 2
2 0

]
, λ1 = −1.23 < 0, λ2 = 3.23 > 0

(x10, x20) = ( 1√
2
,− 1√

2
) şi (x10, x20) = (− 1√

2
, 1√

2
) sunt minime locale pentru

că pentru ambele puncte:

H2(x10, x20) =

[
2 2
2 6

]
, λ1 = 1.17 > 0, λ2 = 6.82 > 0, H2 pozitiv definită
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Exemplu
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Problema generală de optimizare cu restricţii

O problemă tipică se formulează:

min
x

f (x)

cu restricţiile

gi (x) = 0, i = 1,m

hj(x) ≤ 0, j = 1, p

unde x este un vector de n variabile independente [x1 x2 . . . xn]
T , iar f , gi şi hj

sunt funcţii scalare de n variabile.
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Exemplu 1

Minimizaţi
f (x1, x2) = x21 + x22

cu restricţia:
g(x1, x2) = x1 + 2x2 + 4 = 0
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Exemplu 2

Minimizaţi
f (x1, x2) = x1x2 + 25

cu restricţia:
x21 + x22 = 18
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Multiplicatori Lagrange

Condiţii necesare pentru probleme de optim cu restricţii de tip egalitate

min
x

f (x)

cu restricţiile
gi (x) = 0, i = 1,m, m < n

Se defineşte funcţia Lagrange (extinsă):

L(x, λ) = f (x) + λTg(x)

sau

L(x1, x2, . . . , xn, λ1, λ2, . . . , λm) = f (x1, x2, . . . , xn) + λ1g1(x1, x2, . . . , xn)

+ . . .+ λmgm(x1, x2, . . . , xn)

Punctele staţionare sunt date de:

∇L(x, λ) = ∇
(
f (x) + λTg(x)

)
= 0
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Exemplul 2

Minimizaţi
f (x1, x2) = x1x2 + 25

cu restricţia:
x21 + x22 = 18 ⇒ x21 + x22 − 18 = 0

Funcţia Lagrange:

L(x1, x2, λ) = x1x2 + 25 + λ(x21 + x22 − 18)

Gradientul (derivatele parţiale de ordinul 1 ) = 0:

Lx1 = x2 + 2λx1 = 0

Lx2 = x1 + 2λx2 = 0

Lλ = x21 + x22 − 18 = 0
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Exemplul 2

Rezultă punctele staţionare:

x10 = −3, x20 = 3, λ0 =
1

2

x10 = 3, x20 = −3, λ0 =
1

2

x10 = 3, x20 = 3, λ0 = −1

2

x10 = −3, x20 = −3, λ0 = −1

2

Pentru condiţii suficiente revedeţi: 1- Theory of maxima and minima.pdf
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Alte subiecte de revăzut

modele in spaţiul stărilor

stabilitatea sistemelor liniare

sisteme cu reacţie de la stare

discretizarea modelelor de stare

optimizări: metode de gradient
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Optimizare staţionară vs. optimizare dinamică

Optimizare staţionară: se caută valoarea variabilelor care dau minimul (sau
maximul) unei funcţii obiectiv

min
x

f (x)

Optimizare dinamică: se caută variabilele, ca funcţii de timp, care dau
minimul (sau maximul) unei funcţii obiectiv:

min
u(t)

J(u(t))
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