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Problema de optimizare stationara

min f(x)

N e - T
in raport cu setul de variabile independente x = [xl Xp - x,,]

cu restrictiile de tip egalitate: h;(x) =0, i=1, m, m<n

cu restrictiile de tip inegalitate: gj(x) <0, j=1, p
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Problema de maxim si problema de minim

m Transformarea unei probleme de minim Tntr-o problem3 de maxim se poate
face inversand semnul functiei obiectiv:

argxmin(f(x)) = arg;nax(—f(x))
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Teorema lui Weierstrass

Dac3 o functie f(x) este continud pe un interval inchis [a, b], atunci f(x) are
un maxim si un minim in [a, b]. Dacd f(x) are un extrem fintr-un interval
deschis (a, b) atunci extremul este localizat Tntr-un punct critic.

f(x)

f(x) f(x)
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Optimizare fara restrictii. Conditii necesare. Conditii
suficiente

Conditii necesare

Puncte critice (stationare):
m pentru functii de o variabil3: prima derivata a lui f(x) este zero : f'(xp) =0
m pentru functii de n variabile: gradientul este zero :Vf(xg) = 0

_[of of of 17

Vf(x) = 87)(1 87)(2 e axn

Conditii suficiente pentru functii de o singura variabila
m Dacd ’(xp) < 0, atunci xo este un punct de maxim local.
m Dacd ’(xp) > 0, then xo este un punct de minim local.
m Dac3 f(xp) = ... = kN (x) = 0 si:
m Dacd k este par

m Daci f(K)(xg) < 0, atunci xg este un punct de maxim local.
m Dac3 f(k)(xo) > 0, atunci xg este un punct de minim local.

m Dac3 k este impar, atunci xp este un punct de inflexiune.
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Exemplu

m Se caut3 extremele locale ale functiei

53
fxX)=———=
x)=%-3
m Punctele stationare se calculeaza egaland prima derivata cu zero:
Fl(x) = x*—x? = x3(x*~1) = x*(x=1)(x+1) x1 =1, xo=—1;, x3=x3 =0
m Tipul extremelor se evalueazi din derivata a doua: f”/(x) = 4x3 — 2x
m (1) =2 = x; =1 este minim local
mf’(—1)= -2 = x; = —1 este maxim local
m7(0)=0 = f"(x)=12x2 -2 f"(0) = —2 # 0. Ordinul derivatei k = 3

(impar) = x34 = 0 sunt puncte de inflexiune.
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Exemplu

x°2/5-x>/3

0.4

0.3

0.1t : : 1
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Conditii suficiente pentru functii de n variabile

Pentru functia f(x), matricea Hessian:

of of ... of
Ox? Ox10x 0x10x,
of of .. _of
H 9 = Ox00x1 8)(22 Ox00xp,
of of . of
OxpOx1 OxpOx2 Ox2

n

Un punct stationar xg:
m Dacd Hj este pozitiv definitd xg este un minim local pentru f.
m Dacd Hj este negativ definitd xg este un maxim local pentru 7.
m If Hy are unele valori proprii negative si altele pozitive xq este sa
m altfel, testul nu e concludent.

Obs: dacd matricea hessian este pozitiv semidefinita sau negativ semidefinita,
testul este de asemenea neconcludent.

Control optimal (UTCN) Notiuni de optimizare stationard 9/19



Exemplu

f(x) = f(x1, %) = x¢ +2x1x0 + x5 — 2

m Puncte stationare: Vf(xq) = 0:

1

)7 (_77

2x1 + 2% 11
V2' V2 2

2x1 + 4x23

Nis

Vi(xo) = { } =0 = (0,0), (

m Hessian:
f, f. 2 2
H, = |Paxa Daxe| _
= [rn fe] =12 1)
m (x10,x20) = (0, 0) este sa pentru ca:
HZ(XIO;XZO) = |:§ §:| s A1 =-123< 0, A =323>0

] (X10,X20) = (%, —%) $I (X10;X20) = (—%, %) sunt minime locale pentru
cd pentru ambele puncte:

HZ(XIO;XZO) = |:§ 2:| , A =117>0, A\, =6.82 >0, H, pozitiv definit3
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Problema generala de optimizare cu restrictii

O problem3 tipic3 se formuleaza:

cu restrictiile

unde x este un vector de n variabile independente [x; xp ...x,]", iar f, g; si h;
sunt functii scalare de n variabile.
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Exemplu 1

Minimizati
2 2
f(x1, x2) = X{ + x5

cu restrictia:
glx,x)=x1+2x%+4=0

7

<
KT
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Exemplu 2

Minimizati
f(Xl,Xz) =x1x% + 25

cu restrictia:

x12+x22:18
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Multiplicatori Lagrange
Conditii necesare pentru probleme de optim cu restrictii de tip egalitate
min f(x)

cu restrictiile

gi(x)=0, i=1,m m<n

m Se defineste functia Lagrange (extins3):
L(x,A) = f(x) + AT g(x)
sau

L(x1, %05« ooy Xy AL, A2y oo, Am) = (X, %0, ..y Xn) + A1g1(x1, X2, -« 5 Xn)
+ o Amgm(x, X2, Xn)

m Punctele stationare sunt date de:

VL(x,\) =V (f(x) + \"g(x)) =0
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Exemplul 2

Minimizati
f(Xl,XQ) = X1Xp + 25

cu restrictia:
F+x3 =18 = X +x3-18=0
m Functia Lagrange:
L(x1, %0, A) = x1x0 + 25 + A\(x¢ + x2 — 18)

m Gradientul (derivatele partiale de ordinul 1) = 0:

LX1 = x+2xx =0
L, = x1+2=0
Ly = x{+x3-18=0
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Exemplul 2

Rezultd punctele stationare:

NI — N -

1
xo = =3, x0=3, Xo x10 = 3, x20 =3, >\o=—§

1

x0 = 3, x=-3, A= xio = =3, Xxp = -3, AOZ*E
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Pentru conditii suficiente revedeti: 1- Theory of maxima and_minima.pdf
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Alte subiecte de revazut

modele in spatiul starilor
stabilitatea sistemelor liniare
sisteme cu reactie de la stare
discretizarea modelelor de stare

optimizari: metode de gradient
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Optimizare stationara vs. optimizare dinamica

m Optimizare stationard: se caut3 valoarea variabilelor care dau minimul (sau
maximul) unei functii obiectiv

min f(x)

X

m Optimizare dinamica: se caut3 variabilele, ca functii de timp, care dau
minimul (sau maximul) unei functii obiectiv:

min J(u(t))
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