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Sisteme de reglare automata " clasice”

m Sistem de reglare automata:

rM e

referinta 4 —

Regulator u(t)

Gpip(9) | semnal de
comanda

Proces

c(t)

m Regulatorul se calculeaza astfel Tncat s3 se respecte specificatii de tipul: timp
de raspuns, suprareglaj, margine de faza, margine de castig, etc
m Discutati semnalul de eroare e(t)
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Control optimal

Obiectivul unui sistem de control optimal este s3 determine un semnal de
comanda pentru care procesul s3 respecte restrictiile impuse si sa minimizeze
(sau maximizeze) un criteriu de performanta.

Exemple:

m O masind se deplaseaza dintr-un punct in altul cu consum minim de
combustibil.

m Un avion urmireste o traiectorie datd (minimizand diferenta intre traiectoria
curentd si traiectoria dat3 ca referint3)

m Un brat de robot trebuie s3 ajungad dintr-un punct dat n alt punct dat n
timp minim si cu viteza finald zero.

m Un sistem economic se proiecteaza astfel Tncat s maximizeze profitul.

m etc.
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Control optimal

m Legea de reglare optimald n bucla deschisa

— Legea de reglare u*(t) Proces x(t)
optimala —- _ —
X(t)=f(x(t),u(t))
m Legea de reglare optimald in buclad Tnchisa - Tn general reglare cu reactie de la
stare
- Legea de reglare u*(t) Proces x(t)
optimala e
x(t)=f(x(t),u(t))
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Formularea problemelor de control optimal

O problema de control optimal cuprinde:
m Un model matematic al procesului de controlat
m Stabilirea restrictiilor fizice

m Formularea unei functii de cost (functie de performantd, indice de
performant3)
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Modelul matematic Tn spatiul starilor

m Se utilizeazd modele in spatiul stdrilor (sisteme liniare sau neliniare)
m Notatii:

x(t)

vectorul de stare: x(t) = X2(t)

Xn(t)
uy (t)
vectorul intrdrilor de comand3: u(t) = U2(t)
um(t)

m Ecuatia de stare:
x(t) = f(x(t), u(z), 1)

unde f este o functie (in general neliniard) de stari, intr3ri si timp
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Exemplu 1

Ll |

0 dflra

m Se considerd o masind (aproximatd ca un punct) care se deplaseazs in linie

dreapta din punctul 0.

m Variabile de stare: x;(t) deplasarea (pozitia) masinii la timpul t,
x2(t) = X4 (t) - viteza masinii la timpul ¢

m Variabile de intrare (comand3): wy(t) - acceleratia masinii, uy(t) -

decelerarea (acceleratie negativd = franare).
m Ecuatiile de stare sunt:

Xl(t) = X2(t)
X(t) = w(t) + w(t)

m Ecuatiile de stare sunt liniare. Se pot scrie Tn form3 matriciala:
. 0 1 0 0
x(t)—{o O]x(t)+[1 1]u(t)
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Exemplu 2. Masa-resort-amortizor

m Sistemul masa - resort - amortizor

displacement

=
=

r(t)
m Ecuatia care descrie miscarea masei pe verticala:

wE )

AR 2 k(e
dt ~— dt \Q
. intrarea forta elastica
masaxacceleratia forta de frecare

m Constante: M - masa corpului, f - coeficient de amortizare, k - constanta
elastica a resortului
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Exemplu 2. Masa-resort-amortizor

m Ecuatia devine:

dy(e) | (o) |

mEED 4 e L k(1) = (t)

m Se aleg variabilele de stare: xi(t) = y(t) = deplasarea, x(t) = y(t) = x1(t)
= viteza. Variabila de intrare u(t) = r(t).

m Ecuatiile de stare:

Xi(t) = X2(l')
() = —%Xl(t)—%xz(t)—i—%u(t)

m Sistem liniar. Ecuatiile de stare Tn form3 matriciala:

= [, s [{
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Exemplu 3. Barca lui Zermelo

m Se consider3 o barca, care se deplaseaza in coordonate carteziene dintr-un
punct A intr-o regiune cu curenti de apa.

s yr

|
\/

m Barca are vitezd constanta V in raport cu apa, iar orientarea sa # poate fi

modificata.
m Viteza curentului de ap3 w(y) este paraleld cu axa x-axis si variaza cu y.
Functia w poate fi constantd, poate depinde de timp si/sau de distanta y(t)

si este data.
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Exemplu 3. Barca lui Zermelo

i B
L -
4 1
il >
a0 —
Yo A [
D Veoso
X
0 Xo Xf

m Se aleg variabilele de stare: x(t) = deplasarea in directia axei x, y(t) =
deplasarea in directia axei y. Intrarea (comanda): orientarea 6(t).

m Dinamica barcii este descrisa de:
x(t) = Vecosf(t)+ w(y(t))
y(t) = Vsind(t)

m Daca, de exemplu, viteza curentului creste liniar in sensul axei y, iar
w(y(t)) = y(t), atunci ecuatiile devin:

x(t) = VecosO(t)+ y(t)
y(t) = Vsinf(t)
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Restrictii

m Dup3 ce modelul matematic a fost determinat, se stabilesc restriciile (dacd
existd) asupra variabilelor de stare si intrare

m Exemplu:

L J

df‘r a

Daca ty este timpul de plecare din punctul 0 si tr este timpul de sosire in
dfinal, restrictiile pot fi:

Xl(to) =0
x1(tr) = dfinal

m Dac3a masina porneste din repaus si se opreste la dfinas, viteza initiala si viteza
finald sunt zero:
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Restrictii

ey :

o ding

m Daca masina nu merge Tnapoi:
0 < xq(t) < dfinas
Xz(t) Z 0

m Daca acceleratia maxima este M; > 0 si decelararea maxima este M, > 0,
restrictiile asupra variabilelor de intrare pot fi:

0 < u(t) <M
M, < Uz(t) <0
m Daca masina are G litri de combustibil si nu este alimentata n timpul
deplasarii, o restrictie poate fi:

-/tf[klul(t) + kzXz(t)]dt <G

unde consumul de combustibil in timpul ¢ € [0, tf] este proportional cu
acceleratia si viteza masinii, ponderate cu constantele ky si ko.
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Comanda admisibila. Traiectorie admisibila

O intrare (comand3) este admisibila dac3 satisface restrictiile impuse asupra
intrdrii Tn tot intervalul de timp t € [to, tf].

O traiectorie de stare este admisibila dac3 satisface restrictiile impuse asupra
st3rii in tot intervalul de timp t € [to, tf].
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Functia de cost

m Functie de cost, functie de performanta, indice de cost, indice de
performanta, masura de performanta

m Control optimal: minimizeazd (sau maximizeazd) o mdsurd de performanta
(sau functie de cost).

m O form3 generala:

J = h(x(t), t) + /tf g(x(t), u(t), t)dt

to

unde ty si tr sunt timpul initial si final; h si g sunt functii scalare; tf poate fi
dat sau necunoscut, depinzénd de formularea problemei.
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Probleme de timp minim

m Daca, de exemplu, masina prezentatad Tn exemplele anterioare trebuie sa
ajunga din punctul 0 Tn punctul dfps Tn timp minim = trebuie minimizata
diferenta tr — tg, iar functia de cost este:

J=tr— 1t
mDacaty=0=J=tr

Problema de timp minim: sa se transfere sistemul dintr-o stare initiala
datd x(tp) = xo ntr-o stare finald datd x(tr) = x¢ In timp minim.
Functia de cost care trebuie minimizatd este:

tr
J:tf—t():/ dt
to

m Comparatie cu forma general3:
tr
J = h(x(tr), tf) +/ g(x(t),u(t), t)dt
to
h(x(tf)v tf) =0; g(X(t), u(t)a t) =1

Control optimal (UTCN) Introducere in control optimal 17 /31



Forme patratice

m Inainte de a prezenta alte forme ale functiei de cost, se reamintesc forme
patratice.

m Dac3 x este un vector coloand (n x 1), iar Q este o matrice de ponderi
patratd, simetricd pozitiv semidefinita (n x n):

X1 qi1 912 - Qin
x=|72]. Q=7 T o
Xn din q2n qnn

atunci x” Qx este o form3 p3tratic3

m Exemplu pentru n = 2 si matricea Q diagonala:
_|x 120
o L
T _ . 2 0 . X1 _ 2 2
x'Qx=[x1 x)] {O 51 x| = 2x7 + 5x3
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Probleme cu valori terminale

Problema: s3 se minimizeze deviatia starii finale a unui sistem x(tf) de la o

5 T
valoare dati re=[n o -+ )

m O posibil3 functie de cost este:
n
J= Z[X,’(tf) - I’,',r]2
i=1

care poate fi scrisd in formd matriciald (ca o formd patraticd):
J = [x(tr) — re] T[x(tf) — ], (Q = 1 = matricea unitate)

m Generalizare:
J = [x(tr) — re] TH[x(tr) — r/]
unde H este o matrice patratd, diagonald, pozitiv semi-definita.
m Elementele matricii H, h;; pondereaz3 fiecare diferentd (deviatie)
[X,'(tf) — r,'f]2.
m O valoare h; mare ataseazd mai multd seminificatie deviatiei lui x;(tf) de la
valoarea dorita r;. O valoare mic3, sau zero a ponderii h;; Tnseamn3 ca
valoarea finald a lui x; nu are importanta.
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Probleme cu valori terminale

m Comparatie cu forma general3:

J = h(x(t), tr) + /tf g(x(t), u(t), t)dt

to

h(x(te), tr) = [x(tr) — re] "HIx(tr) — re] =
hll(Xl(tf) - r1)2 +- hnn(Xn(tf) - rn)2

g(x(t).u().t) = 0

Exemplu:
1 100 O
J=100-[xi(tr) — 12 + 0.1 [xa(tr) — 3%, r= {3] , H= { 0 0.1}

(Obiectivul este ca starea xy sa ajungd la timpul final t; cit se poate de aproape
de valoarea 1 - cu importantd mare, iar starea x, s3 ajungd la timpul final cit se
poate de aproape de valoarea 3 - cu importanta mic3).
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Probleme de energie minima

Problema: sa se determine o comanda admisibild, pentru care sistemul urmeaza
o traiectorie de stare admisibila cu consum minim de energie de comanda.

m Pentru o singurd intrare (comand3):

J= /tf u?(t)dt

to

m Exemplu: u(t) = tensiunea pe o rezistentd constantd R. Energia =
u(t)?/R x t. u?(t) integratd de la to la tr, pentru o rezistentd constant3 are
dimensiune de energie.

m Exemplu: dac3 u(t) este viteza, integrala functiei u?(t) in raport cu timpul
are dimensiunea energiei cinetice, daca masa obiectului in miscare este
constanta.
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Probleme de energie minima

m Pentru un sistem cu m intrari, functia de cost generala:
tr T
J= / u(t)"Ru(t)dt
to

unde R este o matrice patratd, simetricd, pozitiv definita

m Elementele matricii R au semnificatie de ponderi pentru fiecare intrare n
parte (dacd matricea este diagonald).

R= [(1> 180} U7 {Z;Eg}

J= / u(t)dt = /tf(uf(t) +10062(£))dt

to

Exemplu: Pentru

(este mai importantd minimizarea energiei consumate cu uy)
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Probleme de urmarire

Problema: s3 se menting starea sistemului x(t) cit de aproape se poate de o
traiectorie datd r(t), Tn intervalul de timp t € [to, tf].

m Functia de cost:

5= [0~ () Qo) ()
unde Q este o matrice patratd, simetricd si pozitiv semi-definita.

100 0] ,

Exemplu: pentru un sistem cu 2 variabile de stare si matricea Q = [ 0 1

J= / " 100 (£) — sin())? + (alt) — t)2de

(se doreste ca xi(t) sd urmireascd o functie sinus - cu importantd mare, iar xo(t)
sd urmareascd o rampd - cu importantd mic3)
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Probleme de stabilizare

Problema: starea sistemului x(t) s3 tind3 la 0 in intervalul de timp t € [t,, tf].

m Problema este un caz particular al problemei de urmarire, in care r(t) = 0.

m Functia de cost:

J= / TQx

unde Q este o matrice p3tratd, simetric3 si pozitiv semi-definita.

m Comparatie cu forma generala:

J = h(x(t), tr) + /tf g(x(t), u(t), t)dt

to

h(x(te),tr) =0, g(x(t),u(t), t) = x(t)" Qx(t)
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Alte probleme

m Pentru a evita restrictiile de tip inegalitate asupra variabilelor de intrare
(tratare matematicd mai complicatd), se pot include n functia de cost, de
exemplu:

J= / f(x(t) —r(t))TQ(x(t) — r(t)) + u(t)TRu(t))dt

to
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Problema de control optimal

Sa se determine o comand3d admisibila u*, pentru care sistemul

x(t) = f(x(1)), u(t), t)

urmareste o traiectorie de stare admisibild x* care minimizeaza functia de cost:

J = h(x(tr), tr) + /tfg(x(t),u(t), t)dt

to

u* este o lege de comanda optimala iar x* o traiectorie de stare optimala.
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Exemplu 1. Barca lui Zermelo
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Obiectivul este s3 se ghideze barca (se caut3 orientarea 6*(t)) astfel incit s3
ajungd din punctul initial dat A(0,0) in punctul final B(1,1) dat, in timp minim.
Se considerd c3 viteza curentilor de apa este zero w = 0.

m Modelul matematic:

x(t) = Vcosl(t)
y(t) = Vsinf(t)
m Restrictii: x(0) =0, y(0) =0, x(tr) =1, y(tr) =1
m Functia de cost (care se va minimiza):

tr

J:/ dt
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Exemplu 2. Barca lui Zermelo

Obiectivul este s3 se determine orientarea 6*(t) astfel incit s& se maximizeze
distanta parcursa in directia axei x, intr-un timp dat tr. Se consider3 c3 viteza
curentului de ap3 este w = y(t), iar barca se afl3 initial in pozitia
x(0) = y(0) = 0.
m Modelul matematic:
x(t) = Vecosf(t)+ y(t)
y(t) = Vsinf(t)
m Restrictii: x(0) =0, y(0) =0
m Functia de cost (care se va minimiza):

J = —X(tf)
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Exemplu 3. Pendul inversat

at)

F[t) L
—_—
(@) (@] X.__

k
0

x(t)

m Intrarea: forta aplicatd cartului u(t) = F(t)
m Stdrile:

m x1(t) = x(t) - deplasarea cartului pe orizontal3

m xo(t) = x(t) - viteza liniard a cartului

m x3(t) = 6(t) - pozitia unghiulard a pendulului fatd de verticald

m x(t) = 0(t) - viteza unghiulard a pendulului
Obiectivul este s3 se mentind pendulul Tn pozitie vertical3 si s3, iar cartul s3
ajunga la timpul final Tn pozitia verticald, cu energie minim3 consumata cu
comanda. Timpul final T = 10 sec este dat.
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Exemplu 3. Pendul inversat

at)
g
X

| »

0 x(t)

m Modelul matematic n spatiul starilor:
x(t) = x(t)
(t) = —xs3(t) +0.2u(t)
x3(t) = xa(t)
x(t) = 10x3(t) — 0.2u(t)

m Conditii initiale: x1(0) =1, x2(0) =0, x3(0) = 7/4, x4(0) =0
m Functia de cost (de minimizat):

J= /10 )" Qx(t) + u(t) Ru(t)dt
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Exemplu 4. O problema de energie minima

Se considerd problema accelerdrii pe un skateboard, astfel incat s3 se maximizeze
distanta parcursa Tntr-un timp dat T, cu efort minim.

m xi(t) = distanta parcursd in timpul t
Xz(t) = ).(1(1') = viteza

u(t) = %p(t) = acceleratia (intrarea)

m Modelul in spatiul starilor:

'25 .
—~
~
~—~
|

Xz(f)
x(t) = u(t)
Conditii initiale: x1(0) =0, x2(0) =0

Functia de cost (care va fi minimizata):

J=—x(T)+ /OT u?(t)dt
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