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Principiul optimalitatii

m Metoda programarii dinamice pentru rezolvarea problemelor de optimizare
sau control optimal se bazeaz3 pe principiul optimalititii (Richard Bellman,
1957).

m O strategie optim3 (o secventd de comenzi sau decizii optime) are
proprietatea cd oricare ar fi starea initiald si decizia initiald, restul deciziilor
trebuie s constituie o strategie optima in raport cu starea rezultatd din
prima decizie.

W sau: o strategie optimd are sub-strategii optime
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Exemplu. Drum minim in graf

m Se cautd drumul cu cost minim Tn graful orientat din figura.
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Exemplu. Drum minim in graf

m Explicatia detaliatd: DynamicProgramming.pdf

k=0 k=1 k=2 k=3 k=4
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Exemplu. Drum minim n graf

k=0 k

1 k=2 k=3 k=4

m Traiectoria optima: a-b-e-h-i.
m Succesiunea de comenzi optime: uj = +1, uf = -1, u5 = -1, uj = +1.
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Relatia de recurenta a programarii dinamice

m Metoda programarii dinamice: pentru determinarea secventei de comenzi
optime, pentru un sistem dinamic discret, care minimizeaza o functie de cost
"discretd” .

m Problema:
Pentru un sistem discret descris de ecuatia de stare:

Xk+1:f(Xk,uk),kZO,l,...N—l

se cautj succesiunea de comenzi optime u*(x, k), k =0, N — 1 care
minimizeaza functia de cost:

=
N

J = h(XN) + L(Xk, uk)
0

x
Il
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Problema

m Problema de CO pentru sisteme continue:
Un sistem de ordinul n descris de ecuatia de stare:

se cautd u*(t) care minimizeazi:

J = h(x(t)) +/Ofg(x(t),u(t))dt

cu tr fixat.

m Se va discretiza problema.
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Aproximarea ecuatiei de stare

At .
«— tr time, t
——+ : —t >

1 2 3 k N-1 N samples, k

DTS

m Aproximarea derivatei:
x(t+ At) —x(t) _
sau
x(t + At) = x(t) + Ata(x(t), u(t))
m Notatie: x(kAt) = x:
Xk4+1 = Xk + Ata(xk, uk)
m Ecuatia de stare discretizata:
k1 = f(xk, uk)
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Aproximarea functiei de cost

m Functia scalard h(x(tr)) — h(xn).
m Integrala se poate aproxima prin metoda dreptunghiurilor:

N-1

/0 Cg(x(e), u(t)dt ~ At Y g(xi, up)

k=0

unde X, si u, sunt valorile starilor si intrarilor la timpul discret k.

glx uj
g(xy, uz) 0% s G(xy.1, Un1)
5
g(Xo, o)
' ﬂ? ' 4 tr time, t
0 1 243 k N-1 N samples, k
m Functia de cost:
N-1 N—1
J = h(xn) + At Z g(xk,uk) = h(xn) + ) L(xk, ux)

k=0 k=0
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Relatia de recurenta a PD

m Se caut3 succesiunea de comenzi optime::
u*(xo), u™(x1), ...u™ (xn—_1)

pentru sistemul:
Xi1 = F(xx, uk)

care minimizeaza:

=
N

J = h(XN) + L(Xk, uk)
0

»
Il

m Se noteaza costul starii finale:
Inn(xn) = h(xn)
m La pasul k — 1, din J rezulta:
Ivoin(Xv—1,un—1) = L(xy—1,un—1) + h(xn) = L(Xn—1,un—1) + Inn(Xn)

(costul transferului sistemului in intervalul (N — 1)At < t < NAt)

m Observati cd Jy—1 n este costul unei etape cu starea "initiald"” xy—1.

m Valoarea Jy_1,n depinde numai de xy—_1 si uy_; deoarece xp este dat de
Xn—1,Upn—1 prin ecuatia de stare.
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Relatia de recurenta a PD

m Costul optim este:

* .
In—1n(xv—1) = min (L(xy-1, un-1) + Jun(F(xn-1, un-1)))
N—1

m Comanda optim3 Tn acest interval u},_; va depinde de xy_1 = u*(xy_1).
m De exemplu: xy_1 este transferat n:

m xy1 de o comandd ui, iar costul operatiei este J;.

B Xp2 Sau xy3 cu comanda wp sau respectiv us, cu costul J sau Js.
m Jy_; y este costul minim al transferului din xy—1 Tn xn (care este unul dintre

valorile xn1, Xn2, Xn1), date de ujy_; (unul dintre uq, u, u3).

\ B

N-1 N
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Relatia de recurenta a PD

m pentru k=N —2:

In—on(Xn—2,un—2,un—1) = L(xy—2,un—2) + L(xn—1,un—1) + h(xn) =

= L(xy—2,un—2) + Inv—1,n(Xn—1,un—1)

m Jy_o n este costul unul proces in doud etape cu starea initiald xy_o.
m Succesiunea de comenzi optime pe ultimele doud intervale de timp:

Iv_an(xnv—2) = min  (L(xy—2,un—2) + Inv-1,n(Xn-1,UN-1))

uy—1,Uny—2

m Principiul optimalitatii stabileste ca pentru acest proces in doud etape, oricare
ar fi starea initiald xy_» si decizia initiald uy_s, restul deciziilor trebuie s3 fie
o strategie optim3 n raport cu valoarea xy_1 care rezultd din aplicarea uy_;.

m De aceea:

In—an(xn—2) = min (L(xn—2,un—2) + Jy_1 n(Xn-1))

uy—2
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Relatia de recurenta a PD

m Se presupune c3 pentru o stare Xxx41, sunt calculate:

m costul optim Ji i1 y(Xki1) (care transferd sistemul de la etapa k +1la N
m succesiunea de comenzi uky1, ..., Uy—_1.

m Din principiul optimalit3tii rezultd c3 trebuie minimizat doar:
L(xx,uk) + Ji 1 y(Xky1), adicd ug se poate determina din:

Jin(xi) = min (L(xk, uk)) + Jiia v (x1)) (1)
Jin (i) = min (L(xk, uk)) + S w(F(xe, uk)) ()

m Metoda este iterativa, Tncepand cu k = N si k — 0.
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PD prin calcul analitic

m Problema Se considera un sistem discret cu ecuatia de stare:
Xk+1 :f(xk,uk),k = 0,1,...N— 1

pentru care se cautd u*(xg, k), k = 0, N — 1 care minimizeaz3 functia de cost:

=
-

J = h(XN) + L(Xk, uk)
0

x
Il

m uj se determind din:

Jin(xi) = min {L(xi, uk) + Jig w(xen) b= min { L(xk, ui) + iy p(F (% i
Uk

Uk

(recursiv incepand cu Jiy(xn) = h(xn))
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PD prin calcul analitic

Pas 0 Jyn(xn) = h(xn)
Iv—1,n(Xn—1,Un—1)
Pas 1 Jy_ 3 y(xn—1) = min {L(xny—1,un-1) + Jyn(f(Xn-1,un-1))}

Un—1
Valoarea optimd a semnalului de comanda este u},_;. Este o

functie de xy_1 si se determind din :

OJdn—1,n(Xn—1,un—_1)

=0
Jupy_1

Pas i JITI—i,N(XN—f) = min {L(XN_,', UN_,') + ./,TI_H_I(IC(XN_,', uN_,-))}
UN—i
Valoarea optimd a semnalului de comandd est uj,_; si depinde de
XN—ij-

Pas N Jiy(xo0) = n:in {L(x0, uo) + Jjp(f(x0,u0))}

0
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Exemplu

m Se consider3 un sistem discret dat de:
Xk41 = 2xx — 3uk, xo=4, k=0,1,2...N-1
Se caut3 succesiunea de comenzi care minimizeaza
N—1
2 2

5 > (xic + uk)
2

k=0

J= (XN - 10)2 +
m Pentru N = 2, functia de cost este:

1
1
J (X2—10 52 Xk+uk

m Se vor calcula: uf, uf. Nu exista restrictii pentru uy.
m pentru k=N =2:

535 = (x — 10)?
mpentru k=N-1=1:

. 1 "
Saloa) = min s en) = min { 306+ )+ Jito) | =
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Exemplu
m pentru k =1 (cont):

. 1
o) = rT;m{E(XfﬂLUf)Jr(Xz—lO)z}

= min %(Xf +u?) + (2x1 — 3up — 10)?

n

J1a(xa,u1)

0J12(x1, )

8U1 =0

m uj se determinad din:

0J12(x1, w1 . 12x3—60
——éz—l:Hn—6QM—3m—lm:0 = up =
m costul optim Jj5(x1) rezult:
1 12x; — 60\ 12x; — 60 2
b = 1[5+ (2579 (2579)

27 , 40 +_1oo
= =X — =X1+t =
38"t 19 19
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Exemplu
m pentru k=0

. (1 "
Jioo) = min ) = min {506+ )+ Sl | =

1
= min E(xg + ud) + Ji5(2x0 — 3up)

uo

Jo2(x0,t0)

8o (x0, 5 2
2halooue) — 5 {1 (¢ + ) + 3 (250 — 3u0)° — 43 (200 — 3u0) + 12 }

:2UO—%U0(2X0—3U0)+% =0

81 60
5= —x9— — = 0.618xg — 0.4
Ug 131x0 131 0.618x9 — 0.458
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Exemplu

m Pentru conditia initiald xg = 4, comanda optim3 la k = 0 este:
uy = 0.618 -4 — 0.458 = 2.015
iar starea la k = 1 rezult3 din:

uy =2.015= x{ =2x9 — 3uy; = 1.9541

m La k =1, comanda optima uj si starea urmatoare x; sunt:
. 12xf —60 N

Uy = ————

! 19

m Succesiunea de comenzi optime este:

up =2.015 uf =—1.923

ui =—-1.923= xJ =2x; — 3u] =9.679

iar traiectoria de stare optimala:
x; =4, x{ =19541, x5 =9.679

m Valoarea minim3 a costului pentru transferul sistemului din starea initiala
Xp = 4 n starea finald x; se obtine:

* *
Jr =5 =13.97
T ——— 5020



Exemplu

Succesiunea de comenzi se pot aplica:

m Tn bucl3 deschisa: daca se cunoaste starea initiald, se calculeaza valorile:

si se aplicad sistemului.

m n bucld inchisa: se utilizeaza dependenta variabilelor de comanda u} de
valoarea starii la fiecare pas de timp discret = sistem cu reactie de la stare,
cu "regulator” variabil in timp.
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Implementare. Exemplu

Se considerd un sistem de ordinul 1 cu ecuatia de stare:
Xk41 =Xk + Uk, k=1,2,...N—1

Determinati secventa de comenzi optime v, u;, ..., uy_, care minimizeaza
1) Y29 Y“N—-1

functia de cost:
=
J=x3+ 5 ; u?

Se considera: N =3, ux € {—1, —1/2, 0}, x, € {0, 1/2, 1}

Uy, Xg
1
19 gridx m
0 1 2 3 gridu e
-172
-1
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Exemplu

2
m Pentru N = 3 functia de cost este: J =x3 + » %uf
k=1
xs | J33(x3) = 5
m k=3, J3(a) =2 0 0
'3, 1/2 1/4
1 1
* H * 1 2
m k=2, J33(x) = miny,(J55(x3) + 5“2)3
e | w [ x=xtuw | Ki(as) | hale)=Jis0a)+ 30 J35(x)
0 -1 -1 neadmisibil -
-1/2 -1/2 neadmisibil - ui =0
0 0 0 0+1/2-0°=0 J53(0)=0
12 | -1 12 neadmisibil -
-1/2 0 0 0+1/2-1/4=1/8 u=—1/2
0 1/2 1/4 1/44+1/2-02=1/4 | 55(1/2) =1/8
1 | -1 0 0 0+1/2-1=12
-1/2 1/2 1/4 1/44+1/2-1/4=3/8 uy =—1/2
0 1 1 1+1/2-02=1 J33(1) =3/8
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Exemplu

x| J3(0x) uj k=1] k=2
0 0 xx=0 - 0
1/2 1/8 xx=1/2 - -1/2
1 3/8 xx=1 - -1/2
= k=1 J500) = ming, (JSa0e) + 54):
! u | xe=x1+u 5 3(x2) Js(x) = Bs(e) + i Ji3(x1)
0 -1 -1 neadmisibil -
-1/2 -1/2 neadmisibil - uf =0
0 0 0 0+1/2-0°=0 Ji3(0)=0
12 -1 -1/2 neadmisibil - ui = —1/2
-1/2 0 0 0+1/2-1/4=1/8 sau uf =0
0 1/2 1/8 1/841/2-0°=1/8 | Ji5(1/2)=1/8
1 -1 0 0 0+1/2-1=1/2
-1/2 1/2 1/8 1/8+1/2-1/4=1/4 uf = —1/2
0 1 3/8 3/8+1/2-0>=3/8 Jis(1) = 1/4
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Exemplu

X1 Jf3(X1) UZ k=1 k=2
0 0 X, =0 0 0
1/2 1/8 x=1/2 | -1/2 | -1/2
1 1/4 x=1 | -1/2 | -1/2
m Daca starea initiald este x; = 1, costul optim pana la starea finald x3 este:
Jf,a(l) = %
m Din ultimul tabel, valoarea optim& a comenzii la k = 1: uf = —1/2 transferd
sistemul din starea initiald x; = 1 in starea x3 = x; + uj = 1/2.
m La k =2, comanda optim3 este uj = —1/2 si transferd sistemul de la

xy=1/2laxi=xj +u; =1+ (-1/2)=0.

m Secventa de comenzi optime este:
oo ko1
27 2
m Traiectoria de stare optima, din starea initiald 1:
1
x* 1, 5 0

Control optimal (UTCN) Programare dinamic3 25/26



Interpolare

m In exemplul anterior toate valorile starii urmatoare calculate au rezultat n
nodurile retelei de puncte alese ca valori posibile ale starii sau in afara
intervalului.

m Daca valoarea starii urmatoare este Tntre punctele alese, pentru calculul
Ji n(xk) este necesard interpolare:
J

)

w1

X1 X X2 X
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