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Problema de control optimal

Pentru sistemul descris de ecuatia de stare

x(t) = f(x(t),u(t), t), x(to) =xo (1)

se cautd comanda u*(t) care minimizeaza functia de cost

J = h(x(t), t7) +/fg(x(r),u(7'),7')d7' 2)

to

unde g si h sunt functii scalare cunoscute, ty si tr sunt fixate, iar 7 este variabila
de integrare.
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Ecuatia HJB

m Ecuatia HJB va fi determinatd utilizind principiul optimalitatii (Bellman) si
rezultatele obtinute pentru programarea dinamica, [1].

m Se considerd problema mai general3, cu functia de cost:

tr
J(x(t), t,u()e<r<t,) = h(x(tr), tr) +/ g(x(r),u(r),7)dr  (3)
t
unde t < t¢ (orice valoare), iar x(t) poate fi orice valoare admisibil3 a st3rii.

m Functia de cost depinde de valorile lui x(t), de t si de istoricul comenzii in
intervalul [t, tf].
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Ecuatia HJB

m Se cautd comanda u*(t) care minimizeazd (3) pentru toate starile x(t)
admisibile si toate t < tr. Functia de cost minim3 este:

J*(x(t),t) = mir)l {h(x(tf), tr) + /t f g(x(7),u(r), T)dT} (4)

u(r

m Se Tmparte intervalul [t, t¢] in [t, t + At] si [t + At, t¢] pentru At — 0.

m Prin divizarea intervalului se obtine:

t+At tr
J*(x(t), t) = mir; {h(x(t,r), tr) + /t g(x,u,7)dT + /t g(x, u, T)dT}

u(t +At
(5)
t A tf ¢
+—i —>»
N
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Ecuatia HJB

m Relatia se rescrie:

tr

t+At
J(x(£), £) = min / g(x,u,T)dT—l—h(x(tf),tf)—i—/ g(x, u, 7)d7
u(T) t t+AL

J* (x(t+At),t+At)

m Din principiul optimalitatii rezulta:

u

J*(x(t), t) = min {/tHAt g(x,u, 7)dT + J*(x(t + At), t + At)} (6)

unde J*(x(t + At), t + At) este costul minim al transferului sistemului
pentru intervalul de timp t + At < 7 < tr cu starea 'initiald’ x(t + At).
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Ecuatia HJB

m Reamintire: Dezvoltare in serie Taylor a unei functii de 2 variabile, in jurul
(%0, ¥0):

of

of
f(va) ~ f(XanO) + a |(x07y0) (X - XO) + 8_y|(Xg,yo)(y - yO) + hot

m Se dezvoltd J*(x(t + At), t + At) in serie Taylor in jurul punctului (x(t), t)
(seria se trunchiazi dup3 termenii de ordinul 1) si rezult3:

u

Fx(8), ) = min{/t g(x, u, 7)dT + I (x(8), ) +

sG] ace | 5.0 e+ 80) - x(f)l}
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Ecuatia HJB

m Pentru At foarte mic:

t+At
F(x(t),8) = min /t g(x,u,7)dr +J7(x(t), 1) +

u

g(x,u,t)At

o |G| ace | S, t)]T[x<t+At)—x<t)]

x(t)-At

m Pentru cd J*(x(t), t) nu depinde de u, acessti termeni se reduc, iar x se
nlocuieste cu ecuatia de stare (1):

0= ruTEITr; {g(x, u, t)At + %At + {W} f(x,u, t)At}
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Ecuatia HJB

m Ecuatia se Tmparte la At si rezulta:

m%ﬂi@{g(x’"’m[%] f(x,u,t)} (7)

m Se defineste Hamiltonianul:

H=g(x,u,t)+ [W] f(x,u, t) (8)
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Ecuatia HJB

m Ecuatia se rescrie:
0" (x(t),t)
N ot

m cu conditia pe frontierd care rezultd din t = tr pentru relatia initiala:

0 + minH
u

I (x(2), ) = min 4 hlx(e).t1) + [ gx(r).u(r), r)dr

tr

nu depinde de u
=0

adica:
J*(X(t,«’), tf) = h(X(t,«’), tf)
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Ecuatia HIB

m Sumariznd, ecuatia Hamilton-Jacobi-Bellman este dat3 de:

_ 0J*(x(t),t)

0 ot

+ min H
u
m unde hamiltonianul este:

0J*(x(t),t)

.
S22

H—d&mﬂ+[
m cu conditia de frontiera:

J*(x(tr), tr) = h(x(tr), tr)
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Ecuatia HJB

m Pentru simplificarea notatiilor:

_ 0 (x(t), 1) 9J*(x(t), t)

Je e and J; = 5t
m Ecuatia HJB se scrie:
0=J+minH

m cu hamiltonianul:
H = g(x,u,t) + [L]" f(x,u, 1)

X1 L f(x,u,t)
= Obs. Daci x = ||, Jy = e si f(x,u,t) = h(x,u, 1) , atunci
Xn S5 fa(x,u, t)

[J]Tf(x,u, t) este o functie scalard si hamiltonianul se scrie:

H = g(x,u, t) + J3 A(x,u, t) + I3 b(x,u, t) + ... + J; fo(x, u, t)
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Sumar al solutiei problemei de CO utilizand ecuatia HJB

Se va considera in continuare un sistem de ordinul 1 cu o singurd intrare de
comanda.

A. Problema de control optimal
Pentru un sistem descris de ecuatia de stare:

cu x(0) = xo, t € [to, tf], se cautd legea de comand3 optimald u*(t) care
minimizeaza functia de cost:

J = h(x(t), ) + /tfg(x(t), u(t), t)dt (10)

to
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Sumar al solutiei problemei de CO utilizand ecuatia HJB

B. Solutie

Scrieti hamiltonianul:
H(Xvua t,J:):g(X,u, t)—|—./:-f(x, th) (11)

Minimizati hamiltonianul in raport cu u(t). Calculati conditiile necesare si
suficiente pentru minim. Din:

oH
ou 0
se obtine u*(t) ca o functie de (x, t, J%):
u*(t) = U(x,t,J3) (12)

Verificati conditia suficientd pentru minim.

Obtineti valoarea minim& a hamiltonianului prin inlocuirea lui (12) in (11):

min H = H(x, u™, t, )| ur—u(x,t,07)

u

min, H va depinde numai de x, t, J;.
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Sumar al solutiei problemei de CO utilizand ecuatia HJB

Scrieti ecuatia HJB
0=J+minH

si conditia final3:
J*(x(tr), tr) = h(x(tr), tr)
Rezolvati ecuatia HJB si obtineti J*(x(t), t).

@A Din solutia de la pasul 5 evaluati J} si substituiti in expresia lui u*(t) din
(12) pentru a obtine comanda optimal3.

e Ecuatia HJB rezultd sub forma unei ecuatii cu derivate partiale.

e Obtinerea solutiei ecuatiei HJB poate fi dificild. O abordare poate fi
selectarea unei forme a solutiei J*(x(t), t) care s3 transforme ecuatia cu
derivate partiale Tntr-o ecuatie diferentiald ordinara.

Control optimal (UTCN) Ecuatia Hamilton-Jacobi-Bellman 15/23



Exemplu

m Un sistem de ordinul 1 este descris de ecuatia diferentiala:
x(t) = x(t) + u(t), x€][0, T]

cu T cunoscut. Se caut3 legea de comanda optimald care minimizeaz3
functia de cost:
T
L,
—u

J:%xQ(T)+/O 7 (t)dt

m Functiile g, f si h sunt:
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Exemplu

m Hamiltonianul este:

fﬂﬂﬂﬂﬁ%ﬁ):%fﬁfhﬁ%dﬂ+U@D
N——— f

m Conditia necesard pentru minim in raport cu u(t) este:

oH 1 .
de unde rezulta:
ut(t) = =2J; (13)

m Conditia suficientd pentru minim: u*(t) determinat in (13) minimizea3
hamiltonianul pentru ca
OPH 1
ou? 2
m Minimul hamiltonianului Tn raport cu u:

>0

1
minH = 2(=200% + S+ (x = 2J7) = (L) + 00 x=2() = o x— (%)

u
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Exemplu

m Ecuatia HIJB:

0=J+minH
devine:
0=Ji+J - x— () (14)
m Conditia finala pentru J* este:
1
J(T),T) = p2(T) (15)

m O metod3 de a rezolva ec. HJB este de a selecta o form3 a solutiei astfel
ncat ecuatia cu derivate partiale s3 se transforme ntr-o ecuatie diferentiald
ordinard. Pentru cd J*(x(T), T) este patratic in x(T) se alege:

1

S (x(t), £) = Sp(£)x*(t)

unde p(t) este o functie scalard de variabila t, necunoscutd, care trebuie
determinata.
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Exemplu

1
m Derivatele parjiale ale J*(x,t) = Ep(t)xz(t) n raport cu x si t sunt:

. 0J*(x,t)
= 22— p(t)x(t
sy = 8 ooy
. O0S(x,t) 1. .,
Ji = ot 2P(t)x (1)
m iar u*(t) = —2JF = —2p(t)x(t) = lege de comandd cu reactie de la stare
m Ecuatia HJB:
1
0 = Zp(E)*() + p(t)*() = P(0)2() [ x%()
Jy Jiox ()
m Deoarece aceastd ecuatie trebuie satisfacutd pentru orice x(t), p(t) poate fi
determinata din: 1
5P(t) = P*(t) + p(t) = 0 (16)
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Exemplu

m Din conditia finald pentru J*(x(T), T) rezultd conditia finald pentru ecuatia
diferentiald in p(t).
1

FAT). T) = gp(TVA(T) = pA(T), = p(T) =

m Solutia ecuatiei diferentiale ordinara:
1 1

Ep(t) — p?(t) + p(t) = 0 cu conditia finals: p(T) = 5

este: 1
P = Fem 11
pentru calculul detaliat vedeti notele de curs.

m Legea de comand3 optimala rezulta:
*(t) = —2p(t)x(t :—72 t

si este variabild Tn timp.
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Exemplu

m Schema bloc a sistemului de control

u(t) x(t)

—> x(t)=x(t)+u(t)
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Exemplu

m Sistemul dinamic: x(t) = x(t) + u(t)

1
m Functia de cost: J = ZXQ(T) +/
0
m Solutia problemei pentru x(0) =7 si T = 10 sec.

™1
Zu2(t)dt

10
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