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Problema de control optimal

Pentru sistemul descris de ecuaţia de stare

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t), x(t0) = x0 (1)

se caută comanda u∗(t) care minimizează funcţia de cost

J = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(x(τ), u(τ), τ)dτ (2)

unde g şi h sunt funcţii scalare cunoscute, t0 şi tf sunt fixate, iar τ este variabila
de integrare.
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Ecuaţia HJB

Ecuaţia HJB va fi determinată utilizând principiul optimalităţii (Bellman) şi
rezultatele obţinute pentru programarea dinamică, [1].

Se consideră problema mai generală, cu funcţia de cost:

J(x(t), t, u(τ)t≤τ≤tf ) = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t

g(x(τ), u(τ), τ)dτ (3)

unde t ≤ tf (orice valoare), iar x(t) poate fi orice valoare admisibilă a stării.

Funcţia de cost depinde de valorile lui x(t), de t şi de istoricul comenzii ı̂n
intervalul [t, tf ].
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Ecuaţia HJB

Se caută comanda u∗(t) care minimizează (3) pentru toate starile x(t)
admisibile şi toate t ≤ tf . Funcţia de cost minimă este:

J∗(x(t), t) = min
u(τ )

{

h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t

g(x(τ), u(τ), τ)dτ

}

(4)

Se ı̂mparte intervalul [t, tf ] ı̂n [t, t +∆t] şi [t +∆t, tf ] pentru ∆t → 0.

Prin divizarea intervalului se obţine:

J∗(x(t), t) = min
u(τ )

{

h(x(tf ), tf ) +

∫ t+∆t

t

g(x, u, τ)dτ +

∫ tf

t+∆t

g(x, u, τ)dτ

}

(5)
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Ecuaţia HJB

Relaţia se rescrie:

J∗(x(t), t) = min
u(τ )







∫ t+∆t

t

g(x, u, τ)dτ + h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t+∆t

g(x, u, τ)dτ

︸ ︷︷ ︸

J∗(x(t+∆t),t+∆t)







Din principiul optimalităţii rezultă:

J∗(x(t), t) = min
u

{
∫ t+∆t

t

g(x, u, τ)dτ + J∗(x(t +∆t), t +∆t)

}

(6)

unde J∗(x(t +∆t), t +∆t) este costul minim al transferului sistemului
pentru intervalul de timp t +∆t ≤ τ ≤ tf cu starea ’iniţială’ x(t +∆t).
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Ecuaţia HJB

Reamintire: Dezvoltare ı̂n serie Taylor a unei funcţii de 2 variabile, ı̂n jurul

(x0, y0):

f (x , y) ≈ f (x0, y0) +
∂f

∂x
|(x0,y0) (x − x0) +

∂f

∂y
|(x0,y0)(y − y0) + hot

Se dezvoltă J∗(x(t +∆t), t +∆t) ı̂n serie Taylor ı̂n jurul punctului (x(t), t)
(seria se trunchiază după termenii de ordinul 1) şi rezultă:

J∗(x(t), t) = min
u

{
∫ t+∆t

t

g(x, u, τ)dτ + J∗(x(t), t) +

+

[
∂J∗

∂t
(x(t), t)

]

∆t +

[
∂J∗

∂x
(x(t), t)

]T

[x(t +∆t)− x(t)]

}
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Ecuaţia HJB

Pentru ∆t foarte mic:

J∗(x(t), t) = min
u







∫ t+∆t

t

g(x, u, τ)dτ

︸ ︷︷ ︸

g(x,u,t)∆t

+J∗(x(t), t) +

+

[
∂J∗

∂t
(x(t), t)

]

∆t +

[
∂J∗

∂x
(x(t), t)

]T

[x(t +∆t)− x(t)]
︸ ︷︷ ︸

ẋ(t)·∆t







Pentru că J∗(x(t), t) nu depinde de u, acesşti termeni se reduc, iar ẋ se
ı̂nlocuieşte cu ecuaţia de stare (1):

0 = min
u(τ )

{

g(x, u, t)∆t +
∂J∗(x(t), t)

∂t
∆t +

[
∂J∗(x(t), t)

∂x

]T

f(x, u, t)∆t

}
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Ecuaţia HJB

Ecuaţia se ı̂mparte la ∆t şi rezultă:

0 =
∂J∗(x(t), t)

∂t
+min

u(τ )

{

g(x, u, t) +

[
∂J∗(x(t), t)

∂x

]T

f(x, u, t)

}

(7)

Se defineşte Hamiltonianul:

H = g(x, u, t) +

[
∂J∗(x(t), t)

∂x

]T

f(x, u, t) (8)
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Ecuaţia HJB

Ecuaţia se rescrie:

0 =
∂J∗(x(t), t)

∂t
+min

u
H

cu condiţia pe frontieră care rezultă din t = tf pentru relaţia iniţială:

J∗(x(t), t) = min
u(τ )







h(x(tf ), tf )
︸ ︷︷ ︸

nu depinde de u

+

∫ tf

tf

g(x(τ), u(τ), τ)dτ

︸ ︷︷ ︸

=0







adică:
J∗(x(tf ), tf ) = h(x(tf ), tf )
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Ecuaţia HJB

Sumarizând, ecuaţia Hamilton-Jacobi-Bellman este dată de:

0 =
∂J∗(x(t), t)

∂t
+min

u
H

unde hamiltonianul este:

H = g(x, u, t) +

[
∂J∗(x(t), t)

∂x

]T

f(x, u, t)

cu condiţia de frontieră:

J∗(x(tf ), tf ) = h(x(tf ), tf )
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Ecuaţia HJB

Pentru simplificarea notaţiilor:

J∗x =
∂J∗(x(t), t)

∂x
and J∗t =

∂J∗(x(t), t)

∂t

Ecuaţia HJB se scrie:
0 = J∗t +min

u
H

cu hamiltonianul:
H = g(x, u, t) + [J∗x ]

T
f(x, u, t)

Obs. Dacă x =







x1
x2
...

xn






, J∗x =







J∗x1
J∗x2
...

J∗xn






şi f(x, u, t) =







f1(x, u, t)
f2(x, u, t)

...

fn(x, u, t)






, atunci

[J∗x ]
T f(x, u, t) este o funcţie scalară şi hamiltonianul se scrie:

H = g(x, u, t) + J∗x1 f1(x, u, t) + J∗x2 f2(x, u, t) + ...+ J∗xn fn(x, u, t)
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Sumar al soluţiei problemei de CO utilizând ecuaţia HJB

Se va considera ı̂n continuare un sistem de ordinul 1 cu o singură intrare de
comanda.
A. Problema de control optimal

Pentru un sistem descris de ecuaţia de stare:

ẋ(t) = f (x(t), u(t), t) (9)

cu x(0) = x0, t ∈ [t0, tf ], se caută legea de comandă optimală u∗(t) care
minimizează funcţia de cost:

J = h(x(tf ), tf ) +

∫ tf

t0

g(x(t), u(t), t)dt (10)
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Sumar al soluţiei problemei de CO utilizând ecuaţia HJB

B. Soluţie

1 Scrieţi hamiltonianul:

H(x , u, t, J∗x ) = g(x , u, t) + J∗x · f (x , u, t) (11)

2 Minimizaţi hamiltonianul ı̂n raport cu u(t). Calculaţi condiţiile necesare şi
suficiente pentru minim. Din:

∂H

∂u
= 0

se obţine u∗(t) ca o funcţie de (x , t, J∗x ):

u∗(t) = U(x , t, J∗x ) (12)

Verificaţi condiţia suficientă pentru minim.

3 Obţineţi valoarea minimă a hamiltonianului prin ı̂nlocuirea lui (12) ı̂n (11):

min
u

H = H(x , u∗, t, J∗x )|u∗=U(x,t,J∗

x )

minu H va depinde numai de x , t, J∗x .
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Sumar al soluţiei problemei de CO utilizând ecuaţia HJB

4 Scrieţi ecuaţia HJB
0 = J∗t +min

u
H

şi condiţia finală:
J∗(x(tf ), tf ) = h(x(tf ), tf )

5 Rezolvaţi ecuaţia HJB şi obţineţi J∗(x(t), t).

6 Din soluţia de la pasul 5 evaluaţi J∗x şi substituiţi ı̂n expresia lui u∗(t) din
(12) pentru a obţine comanda optimală.

• Ecuaţia HJB rezultă sub forma unei ecuaţii cu derivate parţiale.

• Obţinerea soluţiei ecuaţiei HJB poate fi dificilă. O abordare poate fi
selectarea unei forme a soluţiei J∗(x(t), t) care să transforme ecuaţia cu
derivate parţiale ı̂ntr-o ecuaţie diferenţială ordinară.
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Exemplu

Un sistem de ordinul 1 este descris de ecuaţia diferenţială:

ẋ(t) = x(t) + u(t), x ∈ [0, T ]

cu T cunoscut. Se caută legea de comandă optimală care minimizează
funcţia de cost:

J =
1

4
x2(T ) +

∫ T

0

1

4
u2(t)dt

Funcţiile g , f şi h sunt:

g(x(t), u(t), t) =
1

4
u2(t)

f (x(t), u(t), t) = x(t) + u(t)

h(x(T ),T ) =
1

4
x2(T )
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Exemplu

Hamiltonianul este:

H(x(t), u(t), J∗x ) =
1

4
u2(t)

︸ ︷︷ ︸

g

+J∗x · (x(t) + u(t))
︸ ︷︷ ︸

f

Condiţia necesară pentru minim ı̂n raport cu u(t) este:

∂H

∂u
=

1

2
u(t) + J∗x = 0

de unde rezultă:
u∗(t) = −2J∗x (13)

Condiţia suficientă pentru minim: u∗(t) determinat ı̂n (13) minimizeaă
hamiltonianul pentru că

∂2H

∂u2
=

1

2
> 0

Minimul hamiltonianului ı̂n raport cu u:

min
u

H =
1

4
(−2J∗x )

2 + J∗x · (x − 2J∗x ) = (J∗x )
2
+ J∗x · x − 2 (J∗x )

2
= J∗x · x − (J∗x )

2
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Exemplu

Ecuaţia HJB:
0 = J∗t +min

u
H

devine:
0 = J∗t + J∗x · x − (J∗x )

2
(14)

Conditia finală pentru J∗ este:

J∗(x(T ),T ) =
1

4
x2(T ) (15)

O metodă de a rezolva ec. HJB este de a selecta o formă a soluţiei astfel
ı̂ncât ecuaţia cu derivate parţiale să se transforme ı̂ntr-o ecuaţie diferenţială
ordinară. Pentru că J∗(x(T ),T ) este pătratic ı̂n x(T ) se alege:

J∗(x(t), t) =
1

2
p(t)x2(t)

unde p(t) este o funcţie scalară de variabila t, necunoscută, care trebuie
determinată.
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Exemplu

Derivatele parţiale ale J∗(x , t) =
1

2
p(t)x2(t) ı̂n raport cu x şi t sunt:

J∗x =
∂J∗(x , t)

∂x
= p(t)x(t)

J∗t =
∂J∗(x , t)

∂t
=

1

2
ṗ(t)x2(t)

iar u∗(t) = −2J∗x = −2p(t)x(t) ⇒ lege de comandă cu reacţie de la stare

Ecuaţia HJB:

0 =
1

2
ṗ(t)x2(t)

︸ ︷︷ ︸

J∗

t

+ p(t)x2(t)
︸ ︷︷ ︸

J∗

x ·x

− p2(t)x2(t)
︸ ︷︷ ︸

(J∗

x )
2

| : x2(t)

Deoarece această ecuaţie trebuie satisfăcută pentru orice x(t), p(t) poate fi
determinată din:

1

2
ṗ(t)− p2(t) + p(t) = 0 (16)
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Exemplu

Din condiţia finală pentru J∗(x(T ),T ) rezultă condiţia finală pentru ecuaţia
diferenţială ı̂n p(t).

J∗(x(T ),T ) =
1

2
p(T )x2(T ) =

1

4
x2(T ), ⇒ p(T ) =

1

2

Soluţia ecuaţiei diferenţiale ordinară:

1

2
ṗ(t)− p2(t) + p(t) = 0 cu condiţia finală: p(T ) =

1

2

este:

p(t) =
1

e2(t−T ) + 1

pentru calculul detaliat vedeţi notele de curs.

Legea de comandă optimală rezultă:

u∗(t) = −2p(t)x(t) = −
2

1 + e2(t−T )
x(t)

şi este variabilă ı̂n timp.

Control optimal (UTCN) Ecuaţia Hamilton-Jacobi-Bellman 20 / 23



Exemplu

Schema bloc a sistemului de control
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Exemplu

Sistemul dinamic: ẋ(t) = x(t) + u(t)

Funcţia de cost: J =
1

4
x2(T ) +

∫ T

0

1

4
u2(t)dt

Soluţia problemei pentru x(0) = 7 şi T = 10 sec.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

timp

-15

-10

-5

0

5

10

x,
u

x*(t)

u*(t)

Control optimal (UTCN) Ecuaţia Hamilton-Jacobi-Bellman 22 / 23



Bibliografie

[1] Donald E. Kirk. Optimal Control Theory. An Introduction. Dover
Publications, Inc., 2004.
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