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Cuprins

Problema de control optimal (LQR)

LQR pentru sisteme continue. Solutia utilizind ecuatia Hamilton-Jacobi-Bellman

LQR pentru sisteme discrete. Solutia utilizdnd programare dinamic3
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Problema de control optimal

Pentru sistemul dinamic liniar:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1)

cu x(t) = [xa(t) x2(t) ... xa(t)]7 siu(t) = [ur(t) va(t)... um(t)]", se cautd
legea de reglare optimal3d u*(t) care minimizeaz3 functia de cost:

J = xT(t:)Sx(tr) + / " (xT(8)Qx(t) + u (H)Ru(t)) dt 2)

to
unde:

m S, Q sunt matrici patrate, simetrice, pozitiv semi-definite, de dimensiune
n X n, iar

m R este o matrice patrata, simetrica, pozitiv-definita, de dimensiune m x m.
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Problema de control optimal (LQR)

Este necesar ca:
Toate variabilele de stare sa fie mdsurabile si disponibile pentru reactie, sau
Sistemul este observabil.
Sistemul este controlabil (sau [A, B] este stabilizabils).
Obsl. Un sistem este controlabil dacd matricea
Co(A,B) = [B AB A’B ... A"1B] are rangul n.

Obs2. Un sistem este stabilizabil dac3d toate stdrile ne-controlabile au dinamicd
stabila.

Comparati urmatoarele sisteme liniare:

X1 = X X1 = X X1 = —Xi
X = x1+4u X = Xo+4u X = xp+u

controlabil necontrolabil ,nestabilizabil necontrolabil ,stabilizabil
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LQR. Schema bloc

Schema bloc LQR

u(t

Proces

Regulator

m Semnalul de referinta = 0.

m Obiectivul este s3 se obtind o lege de comand3 u*(t) astfel Tncat starile s3
tinda spre 0 dintr-o stare initiald diferit3 de zero

m pentru sisteme instabile sau supuse perturbatiilor.
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LQR. Functia de cost

m Functia de cost J este patraticd Tn stari si intrari:

tr

J = xT(t)Sx(t) + / (" (£)Qx(t) + uT ()Ru(?)) dt
to

m Matricile Q, S > 0 (pozitiv semidefinite) si R > 0 (pozitiv definitd) sunt

simetrice.

m Daci x= ||, Q= | 0 . qi1, G2 > 0, o form3 pHtratic este
X2 0 g»

TAw guu 0| |x| _ 2 2
x' Qx = [Xl Xz] [ 0 q2j LQ] = qu1X] + g22%5

m Dac3 Q este simetric3 Tn forma:

_ [Chl d12

b b b 2 0
qi2 qzj adi1, g22, 412

atunci forma patratic3 este:

T dii qi2| | X1 2 2
X' Qx = |x1 x = gu1X{ + 2q12X1X0 + goox
[ 1 2} [q12 q22] [XJ q11Xy g12X1X2 T g22X3
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LQR. Alegerea ponderilor

m Prin ncercari repetate + simulare
Q=1 R=pl

m Dac3d p e mare, J poate fi scazut cu un semnal de comandd mic = valori mari

ale starii.
m Dacd p e mic, J descreste cu un semnal de comanda mare = valori mici ale

starii.
m (Bryson) Alegeti Q si R ca matrici diagonale:

1 R

qii = — — 5, i=1,n
valoarea maximd acceptabild pentru x:

1 R

= =1m

rj = Y Y
4" valoarea maxim3 acceptabil3 pentru u?’

7/22
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LQR continuu. Solutia utilizdnd HJB

m Pentru sistemul liniar:
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
a:

se cautd u*(t) care minimizeaz

J = xT(t)Sx(t) + / " (xT(5)Qx(t) + u” (t)Ru(t)) dt

to

m Ecuatia HIB:
07" (x(1), t)

0= ot

—|—m|nH

cu conditia finala:

J*(X(t,«’), t{) = XT(tf)SX(tf)
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LQR pentru sisteme continue. Solutia utilizdnd HJB

m Se minimizeazd hamiltonianul:
H=x"Qx+u’Ru+ J:" - (Ax + Bu) (3)

n raport cu u. Prima derivatd = 0:

aH _ x T T _ T *x __
S =2Ru+ (4;7B) =2Ru+B7J =0 (4)
m Rezulta: 1
ut = —ERleTJ; (5)
m Functia de cost este pitratic3 si se alege (pentru o matrice P simetric3):
J*(x, t) = x"P(t)x (6)
m Derivatele partiale:
. OJ*(x,t) . . OJ*(x,t)
Jt = T = XTP(t)X, JX = T = 2P(t)x (7)
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LQR pentru sisteme continue. Solutia utilizdnd HJB

m Inlocuind expresia obtinutd pentru u* Tn expresia hamiltonianului, minimul

rezulta:
min H = x"Qx + 2x" PAx — x' PBR"1B7 Px

m Ecuatia HJB este:
0=x"P(t)x +x"Qx + 2x"PAx — x’PBR"!BT Px

adic3: _
0=x" (P +Q+2PA— PBR*lBTP) X

de unde se obtine:
P(t)+ Q+ATP(t) + P(t)A — P(t)BR'B"P(t) = 0 (8)

Calculul detaliat este prezentat in notele de curs

m Conditia finala:
XT(tf)SX(tf) = XT(tf)P(tf)X(tf) sau P(t{) =S (9)
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LQR pentru sisteme continue. Solutia utilizdnd HJB

Rezultd ecuatia diferentiald matriciald Riccati

—P(t) = ATP(t)+P(t)A+Q—P(t)BR!BTP(t)
P(tf) S

Matricea P(t) este solutia ecuatiei matriciale diferentiale Riccati.
Din (5) si (7) legea de control optimal este dat3 de::

u*(t) = —%R‘lBT(2P(t)x) = -R7IB'P(t)x = —K(t)x (10)
unde:
K(t) =R 'BTP(1) (11)

iar legea de comanda este cu reactie de la stare.
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LQR pentru sisteme continue

m Sumarizéind, se dau matricile A, B din ecuatia de stare, matricile Q, R) - din
functia de cost, matricea de cost terminal (dac3 existd) S) si se cauts :
P(t), K(t).

m Practic, matricea de reactie de la stare K(t) este "aproape” constants, adic3
s-ar putea utiliza solutia Tn regim stationar P, si K., ceea ce ar duce la
simplificarea implementarii.
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Algoritmul pentru calculul matricii de reactie de la stare

Stabiliti matricile sistemului A, B si ponderile LQR: S, Q, R
Stabiliti intervalul de timp t € [0, t].

Setati conditia final3
P(tf) =S

Integrati invers, de la t = tr la t =0 (cu o metodd numericd precum Euler,
Runge-Kutta, etc.) ecuatia Riccati :

P(t)= - (ATP+PA+Q - PBR'B'P)
si calculati elementele matricii de reactie de la stare:
K(ts) = R!BTP(ty)

(din calculul numeric pentru K, matricea o sd rezulte cu valori de timp
discrete in intervalul t € [0, t¢].)
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Exemplu

Se considerd un sistem liniar si continuu descris de ecuatia de stare:

. 11 1
x(t) = L 2} x(t) + M u(t), t€[0,10]
Se caut3 legea de control optimal u*(t), care minimizeaz3 functia patratici:

10

J =x(10)"Sx(10) +/ [x(t)"Qx(t) + u(t) "Ru(t)]

0

10 0 10
S_[o 10}’ Q_[o 1]’ R=1

Deoarece sistemul are 2 stiri, dimensiunea matricii K este 1 x 2: K = [ky  ko].
Algoritmul va calcula elementele ki, k> la fiecare moment de timp discret ntre
tr =10si tp = 0.

unde:
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Exemplu

20

15

Matricea K(t) a fost calculatd de la tr = 10 la 0. Elementele sale converg la
valori constante cand t — 0.
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Exemplu

Simularea sistemului Tn bucl3 Tnchis3.

1 1 T T T T
05 1 0
-
-1
of
-2
-05
2 4 6 8 10
t s -3
0.4
-4
03 .
-5
0.2 4
01 4 -6
0 -7
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

t t

Traiectoriile de stare optimale (stdnga) si comanda optimald (dreapta).
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LQR pentru sisteme discrete

Problema LQR pentru sisteme discrete poate fi solutionatd aplicand principiul
optimalitatii.

Problema de CO

Se considerd un sistem liniar discret, cu n variabile de stare si m variabile de
intrare, descris Tn spatiul starilor de:

Xkr1 = Axg +Bug, k=0,1...N-1

cu conditiile initiale xq.
Se cautd secventa de comenzi ug, uj, ...uj_; care minimizeaza functia de cost:

N-1

1
J= xNHNxN+ [x¢ Qxx + u} Ruy]

I\)In—l

k=0

unde
m Hpy,Q sunt matrici simetrice, pozitiv semi-definite, de dimensiune n x n

m R este o matrice simetrica, pozitiv definita de dimensiune m x m
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LQR pentru sisteme discrete

m Prin aplicarea relatiei de recurentd a programarii dinamice, de la timpul
(discret) final k = N la timpul initial k = 1, secventa de comenzi optime se
obtine ca o lege cu reactie de la stare:

u’;:—Kk-xk

unde .
Kk = (R + BTHk+1B) B H, A

iar
Hi = (A —BKy)" Hip1 (A — BK,) + K/RK, +Q

Pentru demonstratie, calcul detaliat si detalii vedeti notele de curs.
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Algoritmul pentru calculul matricii de reactie de la stare

Stabiliti matricile sistemului A, B si ponderile LQR: H=Hp, Q, R
Determinati numarul de momente de timp discret N.

fork=N-1to1l
Calculati matricea K la pasul k:

Kg = (R + BTHk+1B)71 B"H, ;A
Calculati noua matrice Hy:
H, = (A — BK,)" Hiy1 (A — BK,) + K/RK, + Q

endfor
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Exemplu

Se considerd un sistem liniar si continuu descris de ecuatia de stare:

1.01 0.01 0.01 —
Xht1 = [0.01 1.02] Xk [ 0 ] e, k=1,N—-1
cu perioada de esantionare dt = 0.01. Se caut3 secventa de comenzi uy,
k=1,N —1, care minimizeaza functia de cost:

N—1
J =x[Hyxy + [kaka + ukTRuk}
k=0
unde:
1 0 0.01 0
Hy = [o 1]’ Q= { 0 0.01}’ k=001

Deoarece sistemul are 2 stiri, dimensiunea matricii K este 1 x 2: K = [k1  ko].

Algoritmul va calcula elementele ki, k> la fiecare moment de timp discret ntre
N —1and 1.
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Exemplu

—

e K,

0 1 I I I I I I I I
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
time sample

Elementele matricii K au fost calculate de la k = N — 1 la k = 1 si converg la
valori constante cand k — 1.
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Exemplu

Simularea sistemului Tn bucl3 Tnchis3.
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Traiectoriile de stare optimale (stdnga) si comanda optimald (dreapta).
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