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Problema de stabilizare. Sumar

Pentru sistemul dinamic liniar:
x(t) = Ax(t) 4+ Bu(t) (1)

cu x(t) = [xa(t) xa(t) ... xo(t)]" si u(t) = [ur(t) ua(t) ... um(t)]”, se cautd
legea de reglare optimal3d u*(t) care minimizeaz3 functia de cost:

J= xT(tf)SX(tf) + /tf (xT(t)Qx(t) + uT(t)Ru(t)) dt (2)

to
unde:

m S, Q sunt matrici patrate, simetrice, pozitiv semi-definite, de dimensiune
n X n, iar

m R este o matrice patrata, simetrica, pozitiv-definita, de dimensiune m x m.
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Problema de stabilizare. Sumar

Este necesar ca:
Toate variabilele de stare sa fie masurabile si disponibile pentru reactie, sau
Sistemul este observabil.
Sistemul este controlabil (sau [A, B] este stabilizabils).
Obsl. Un sistem este controlabil dacd matricea
Co(A,B) = [B AB A’B ... A"~1B] are rangul n.

Obs2. Un sistem este stabilizabil dac3 toate stirile ne-controlabile au
dinamicd stabild.
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Problema de stabilizare. Sumar

m Sistem de control cu reactie de la stare (full state feedback - reactie de la
toate stdrile)

m Legea de control optimal rezulta:
u*(t) = —Kx(t)

m Matricea de reactie de la stare K = R"'B" P, unde P, este solutia
ecuatiei diferentiale matriciale Ricatti pt. tr — oo.
m Dimensiuni:

m vectorul de stare: xnx1 = [xa(t) x(t) --- x,,(t)}T
m vectorul de intrare: umx1 = [u1(t) wa(t) - u,,,(t)]T
m matricea de reactie de la stare: Knxn
m de ex. pt m=1 (o intrare): K = [kl ko .- k,,], iar
xi(t)
* t
s ==k e k] [2O) = (0~ kel -~ k(o)
Xn(1)
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Problema de stabilizare.Sumar

\ 4

» x—Ax+Bu

m Sistemul Tnchis este descris de:
x(t) = Ax(t) + Bu™(t), cuu*(t) = —Kx(t)

x(t) = Ax(t) — BKx(t) = (A — BK)x(t)
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Problema de urmarire

m Problema de urmarire: iesirea sistemului trebuie s3 urmareasca un semnal de
referinta: y(t) — r(t), pentru t — co.

m Se consider3 un sistem liniar descris de:

x(t) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cx(t)

m n - variabile de stare, m - variabile de intrare, p - variabile de iesire.

m Dimensiunea matricilor: Apxn, Brxm, Chxp.
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LQR. Problema de urmarire. Precompensare

m O modalitate de a obtine un sistem de urmarire este de a modifica legea de
comand3 LQR din forma:
u(t) = —K x(t)

u(t) = N #(t) — K x(t) (3)

m Matricea N se va calcula astfel incat y(t) — r(t), pentru t — cc.
m Ecuatia de stare este:

x(t) = Ax(t) + B(Nr(t) — Kx(t)) = Ax(t) — BKx(t) + BNr(t)
u(t)
m Sistemul Tnchis este descris de:
x(t) = (A —BK)x(t)+ BNr(t) (4)
y(t) = Cx(t) (5)
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LQR. Problema de urmarire. Precompensare

m Schema bloc de implementare pentru u(t) = Nr(t) — Kx(t):

r u . X
— N X =Ax+Bu »| C —yb

-K

-~

m Semnalul de referintd este Tnmultit cu N care va fi calculat astfel Tncat pentru
o referinta treapts r(t)=Ref, iesirea in regim stationar s3 fie Ref:

lim y(t) = Ref

t—o0
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LQR. Problema de urmarire. Precompensare

m Se noteazd xs; = vectorul de stare in regim stationar (= constant pentru o
referinta constantd). Ecuatia de stare in regim stationar:

%ss(t) = 0 = (A — BK) - xos + B - N - Ref

de unde:
xss=—(A—B-K)"'.B-N-Ref

m lesirea in regim stationar:
Yss(t) =C-x = —C-(A—B-K)"'B-N:Ref = Ref
m Matricea N rezulta:
N=-(C-(A-B-K)* B)'=—(C-A;'-B)™*

unde Ay =A—-B-K.
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LQR. Problema de urmarire. Precompensare

N=—(C((A-B-K)'- B)!'=—(C-A;'-B)"!
T —— N———
pxn nxn nxm pxm

m Daca numarul de iesiri p este egal cu numarul de intrari m, matricea CA;IB
este patratd, altfel va avea dimensiunea p X m si nu poate fi inversata.

m Dacd numarul de iesiri este mai mare decat numarul de intrari, p > m, relatia
—~C-(A-B-K)™'-B-N-Ref = Ref (6)

va avea solutii numai Tn cazuri particulare. Nu sunt suficiente grade de
libertate pentru ca iesirea sa urmareasca referinta.

m Daca numarul de iesiri este mai mic decat numarul de intrari, p < m, vor
exista mai multe solutii ale ecuatiei (6). Se pot alege unele dintre ele, sau se
augmenteaz3d vectorul de iesiri (de exemplu se adaug3 variabile de stare)
astfel incat p = m.
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LQR. Problema de urmarire. Precompensare

Algoritm:
m Se stabilesc matricile sistemului: A, B, C
m Se stabileste functia de cost: matricile Q, R.
m Se analizeaz3 controlabilitatea sistemului (A, B).
m Se calculeazd matricea de reactie de la stare K.
m Se calculeazd matricea de precompensare N = —(C- (A —B-K)~!.B)™L.

m Se implementeazd schema de urmarire.

—»| N X=Ax+Bu |-—| ¢ |[-—

-K

-~
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LQR - servo. Adaugarea efectului integrator

m Se va proiecta o lege de control LQR astfel incit iesirile (p x 1) sistemului s3
urm3reasca referinta r(t).
Ecuatiile de stare:

x(t) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cx(1)

m LQR-servo: se adaugd noi stari z(t) = integrala erorii de urmarire:
2(t) = e(t) = r(t) — y(t) = r(t) — Cx() (7)

m Dinamica extinsa a sistemului este:

bt R e o R R HERC
unde X(t) = [x(t) z(t)]"

m In regim stationar z=20, i.e. r=y orr = Cx.
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LQR- servo

m Legea de control calculatd pentru functia de cost:
J= /O h (X" QX + u"Ryu] dt (9)
este o lege de reactie de la toate starile data de:
u(t) = —Ke - X(t) = — [Ky K] - {’Z‘Ezﬂ (10)

si calculatd cu procedura LQR, cu matricile sistemului extins:

e e

unde perechea (Ag, B.) este controlabila.
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LQR- servo

m Dupa obtinerea matricilor Ky si K;, o implementare tipica este:.

L "l x=Ax+Bu 5| ¢

I
=

-Kx

»~

X

t
t

()
()
2(t) = r(t) —y(t) = r(t) — Cx(t)
(t)

t

N- <

c
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LQR-servo. Implementare

m Pentru un sistem liniar cu n stari, m intrari si p iesiri:
m Se dau matricile sistemului Apxpn, Baxm, Cpxn.

m Se calculeazd matricile sistemului extins:

Ae — |: Aan 0”XP:| Be — |:Bn>< m:|
Nl —Coxn 0pxpl|’ — 0p5xm
(n+p)x(n+p) (n+p)xm

m Se analizeazd controlabilitatea sistemului extins (A, B.)
m Se stabilesc matricile Q, si R, din functia de cost.
~—~ ~—

(n+p)x(ntp) ~ mxm
m Cu procedura LQR se calculeaza matricea de reactie de la stare pentru
sistemul extins: K, = [KX KZ] si se descompunein K, si K,
~— ~—

mx (n+p) mxn mxp

m Se implementeazad schema bloc a sistemului de urmarire.
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Regulatorul liniar patratic (LQR). Estimarea starii J
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Estimatoare de stare de ordin complet

m Proiectarea LQR se bazeaz3 pe disponibilitatea tuturor starilor pentru reactie,
la orice moment de timp.

m Dac3 se cunosc conditiile initiale pentru toate st&rile, atunci starile x(t) pot fi
obtinute din ecuatia de stare x(t) = Ax(t) + Bu(t).

m Daca unele stari nu pot fi masurate, nu se cunosc nici conditiile initiale ale
acestora.

m Este posibil ca numai o parte din stari sa fie disponibile, sau se doreste
utilizarea unui numar mai mic de senzori.

m Daca sistemul este complet observabil, este posibila estimarea starilor din
masuratori ale iesirii si intrarii.

m Se vor prezenta numai estimatoare de ordin complet, care estimeaza toate
starile sistemului. Este posibila proiectarea estimatoarelor de ordin redus care
estimeazad numai st3rile care nu pot fi masurate direct [? ? ].
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Estimatoare de stare

m Se considera sistemul liniar:

x(t) = Ax(t)+ Bu(t)
{ym Cx(t) (12)

Se noteazd cu X(t) - starea estimat3, si cu y(t) - iesirea estimat3.

m Un estimator de stare de ordin complet al sistemului (12) este dat de:

Ax(t) + Bu(t) + L (y(t) — y(t))
Cx(t) ey (13)

m Matricea de corectie L se introduce pentru a corecta starea estimatd X(t)
astfel ncat aceasta s3 tind3 la starea reald x(t) cand t — oco.

—_—
<> X
—~
~
N N
[l

m Eroarea de estimare
e(t) = x(t) — x(t) (14)
tinde la 0 cand t — oo.

m Dac3 sistemul este complet observabil, matricea L poate fi determinat3 astfel
Tncit eroarea de estimare s3 fie asimptotic stabild [? ].
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Estimatoare de stare. Schema bloc
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Estimatoare de stare

m Prin derivarea erorii de estimare (14) impreuna cu (12) si (13) rezulta:
é=x—%X=Ax+Bu—ARx—Bu—L(Cx—C%)=A(x—%) —LC(x—%)
m Eroarea de estimare este data de:

&(t) = (A — LC)e(t) (15)

e(tp) dacd sistemul (15) este asimptotic stabil = toate valorile proprii ale
matricii A — LC sunt localizate in semiplanul stdng al planului complex.

m Matricea L poate fi determinatd, de exemplu prin alocarea polilor. Se aleg
polii estimatorului [epl epy - ep,,} egali cu valorile proprii ale matricii
sistemului erorii si se rezolva:

det(Al = (A —LC)) = (A1 —ep1)( A2 —ep2) -+ - (A\n — €pn)

m Viteza cu care eroarea de estimare scade este data de polii estimatorului.
Acestia se plaseaza Tn semiplanul stang si, Tn general, trebuie sa fie mult mai
rapizi decat polii procesului.

m O modalitate de a alege polii estimatorului: de aprox. 5 — 10 ori in stanga
polilor dominanti ai procesului.
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Dualitatea controlabilitate-observabilitate

m Se consider3 sistemele:

[ x(t) = Ax(t)+ Bu(t) f x(t) = ATx(t)+CTu(t)
(S1): { y(t) = Cx(t) (52)'{y(r> — BTx(t)

m Matricile de controlabilitate (Co) si observabilitate (Ob):
Coo=[B AB ... A"B],  Ob = [CT ATCT ... AT"—lcT}
Cop=[cT ATCT ... AT"CT|, Om=[B AB - A"B|

m Sistemele S; si Sy sunt controlabile/observabile dacd matricile Co/Ob au
rang complet.

m 5; este controlabil ddaca S, este observabil. S, este controlabil ddacd S; este
observabil.

m Problema de proiectare a estimatorului = problema de proiectare a
regulatorului pentru sistemul dual.
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Estimatoare de stare

m Matricea de corectie a estimatorului L7 se poate obtine cu o procedur
similard calculului unui regulator cu reactie de la stare, cu matricea sistemului
nchis (A — BK) si inlocuirile: A — AT, B—CT si K — LT,

Reglare dupa stare Estimator de stare
m Pentru un sistem u
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
m cu legea de reglare: u(t) = —Kx(t) m
m Sistemul Tnchis este: m Dinamica erorii de estimare:
x(t) = (A — BK)x(t) é(t) = (A — LC)e(t)

m Se aleg polii p ai lui (A — BK) m Se aleg polii estimatorului ep
m Se calculeazi LT din AT, C7, ep

m de ex. Matlab: K = place(A,B,p) m de ex. Matlab: L = place(A’,C',ep)’
n

m sau se calculeazd K prin LQR

m Se calculeazda K din A, B, p

sau se calculeazi LT prin LQR
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Estimatoare de stare. Principiul separarii

m Se considerd sistemul complet controlabil si observabil

x(t) = Ax(t)+ Bu(t)
{y(r) - (1) (16)

m Legea de reglare pe baza starii estimate X(t) este:
u(t) = —Kx(t) (17)

unde matricea de reactie de la stare K se calculeaza cu orice metoda, inclusiv
LQR.

m Principiul separarii aratd c3 regulatorul (K) si estimatorul (L) pot fi
proiectate independent pentru ca nu depind unul de celdlalt. Pentru calculul
detaliat vezi notele de curs, sectiunea 5.2
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LQR cu estimator de stare. Schema bloc
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LQR cu estimator de stare. Schema bloc simplificata

{i(t) = AX(t) + Bu(t) + L (y(t) — §(1))
y(r) = Cx(1)
u=—Kx
r---__— — — — — @ T T T -~ T‘
= ‘ > x = Ax+Bu X, c Y >
| pant | —— |
L -
" & = A%+Bu+L(y-$) —— C Y
- ‘K |«
u=-Kx
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LQR cu estimator de stare. Modelul sistemului

m Ecuatiile de stare pentru proces si estimator:

x(t) = Ax(t)+ Bu(t)
%(t) = AX(t)+ Bu(t) + LC(x(t) — %(¢))
m cu legea de reglare: u(t) = —Kx%(t), devin:
x(t) = Ax(t) — BKx(t)
X(t) = AX(t) — BKx(t) + LC (x(t) — X(t)) =

= LCx(t)+ (A —BK—-LC)k(t)
m Ecuatiile de iesire pentru proces si estimator:

y(t) = Cx(t)
§(t) = cx(t)

m Modelul Tn forma matriciala este:
x(t)] _[A —-BK x(t)
x(t)]  |[LC A —-BK—LC| [x(t)

ol [e [
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LQR cu estimator de stare. Pasi de proiectare

m Se considerd sistemul Tn bucld deschisd cu matricile: A, B, Csi D = 0.
(Cazul D # 0 poate fi tratat similar cu ce s-a prezentat anterior).

m Se analizeazd controlabilitatea si observabilitatea sistemului.

m Se proiecteaza matricea de reactie de la stare K. Daca metoda este LQR, se
aleg Q si R si se calculeazad K.

m Se aleg polii estimatorului ep;, i = 1, n, de exemplu de 5 — 10 ori in stanga
polilor dominanti ai sistemului inchis A — BK.

m Se calculeazd matricea de corectie a estimatorului L, de exemplu, prin
alocarea polilor. Daca se calculeaza cu procedura LQR, nu este necesara
alegerea polilor, ci a unui set de matrici Qe, Re.

L poate fi determinata similar cu calculul unei matrici de reactie de la stare
pentru un sistem cu matricile (AT, CT).

De exemplu, in Matlab: L = place(A’, C’, [epl ep2...])". Observati cd
rezultatul se transpune.
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LQR cu estimator de stare. Pasi de proiectare

conditiile initiale pentru acestea. Valorile initiale pentru starile estimate se
aleg xo = 0.
Estimatorul ar trebui s3 poata face ca starile estimate sa tinda la starile reale

se aleg diferite.
m Se implementeaz3 sistemul de reglare cu reactie de la starea estimata.

m Se poate implementa o schem3 bloc pentru simulare in Simulink.
m Se poate simula sistemul dat de ecuatiile (18), (19) din conditiile initiale xo, Xo.

Control optimal (UTCN) Regulatorul liniar pitratic (LQR). Estimarea st3rii 29 /34



Exemplu

m Se considera un sistem liniar:

x=12 xi|t
“ 13 0 0", xo=[~10 10]7
y=10.1 O.2]x

m Se proiecteaza un regulator LQR cu estimator pentru stabilizarea sistemului.

1. Sistemului cu matricile
2 -1 1
A:[3 O}’ B:[O], C:[O.l 0.2]

este complet controlabil si observabil. Rangul matricilor Co = [B  AB] si

ov—|§

CA} este 2.
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Exemplu

2. Se selecteazd matricile Q si R si se calculeazd K, de exemplu:

Q= [(1) g] , R=1 NTGRAR 147350 0.4142)
3. Legea de reglare este u = —Kx si sistemul inchis este descris de :

x=Ax+Bu=(A—-BK)x (si) y=0Cx

4. Se proiecteaza estimatorul.
Matricea sistemului inchis fara estimator A — BK are valorile proprii
A1, = —1.37 £ 1.54/. Polii estimatorului se aleg, de exemplu de 5 — 6 ori mai
n stanga partii reale a lui A12: epr =5 - real(\1), ep> =6 - real(\2).
Se calculeazi L7 prin alocarea polilor, utilizind matricile AT si CT: L =
place(A’, C’, [ep1 ep2])’.
5. Se stabilesc conditiile initiale pentru proces xg = [~10 10]7 si pentru
estimator: %o = [0 0]".
6. Se implementeazd schema bloc de simulare sau se simuleazd modelul de stare
din conditiile initiale date.
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Exemplu

m Starile sistemului cu LQR si estimator

states x, and x, estimated

10 T T T
§
=0
x
o
G
~-10 A
B
20 I I I I I I I I I
05 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
time (sec)
states x, and x, estimated
10 T T T T
§
& 0
x
o
S
w10 E
B
20 | I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

time (sec)

m Stirile sistemului cu LQR f3r§ estimator (dac3 ar putea fi m3surate)

states / no observer (all states can be measured)
T T

10 T T T T
= of
5 il
10 I I I I I I I I I
0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
time (sec)
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Exemplu

m Comanda sistemului cu LQR si estimator
control u = -Kx ot
60 T

20 B

20 R

0
20 F 4

40 I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

time (sec)

m Comanda sistemului cu LQR f3r4 estimator (starile sunt m3surate)

control law / no observer (all states can be measured)
T T T T

60 :
40 i
S 20 n
ok
20 I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
time (sec)
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Exemplu

m lesirea sistemului cu LQR si estimator

1 output y and y estimated
T T T
—
0 bt
=
2
3k
" h I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5
time (sec)

m lesirea sistemului cu LQR f3rd estimator (stdrile sunt masurate)

" output /o observer (all states can be measured)

T T T T

051

> 0F

05

4 I I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5 4 4.5 5

time (sec)
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