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Functionale

m O "functie de functii”, cu valori Tn multimea numerelor reale.

m Exemplu: Dacd x(t) este o functie continud de t, definitd pe intervalul
[to, t¢], o functionald J este:

J are o valoare real3 egald cu aria de sub curba x(t), pentru t € [to, tf].
Pentru diferite functii x1(t) sau x2(t), J are valori reale diferite.

A X(t) A X(t)
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Functionale

Exemplu:

m Lungimea / a unui arc care conecteaz3 doud puncte A(xo, ¥0), B(x1,y1) n
planul x — y .

m Un arc poate fi calculat ca:

/—/(y(x))—/x:l d/(x)_/:m_/:,/u (dydg))de

unde:

y(x0) = y0, y(x1) =xn
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Functia de cost (problema de control optimal)

Exemplu:

m Se cautd u*(t) care minimizeazs:

J = h(x(ts), t7) +/fg(x(7)7u(7),7)d7

cu restrictiile:
x(t) = f(x(t),u(t), t), x(to) = xo

m Problem3 de minimizare a unei functionale cu restrictii de tip ecuatie
diferentiala.
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Ecuatia Euler-Lagrange

m Problema: Se considerd doud puncte (to, xo) si (tr, xr) Tn planul (t,x). Se
doreste determinarea unei curbe (traiectorii) extremale care uneste cele doud
puncte astfel Tncat functionala:

J= /ttfg(t,x(t),i((t))dt

0

s3 aib3 valoarea minim3 (sau maxim3).

m Ecuatia fundamental3 a calculului variatiilor stabileste c3 J are o valoare
stationara dac3 este satisfacutd ecuatia Euler-Lagrange:

og d (0g\ _
a?‘&(&)—o (1)

m Curbele x = x(t) care sunt solutii ale ecuatiei Euler-Lagrange se numesc
extremale (minimizeaz3 sau maximizeazs J).
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Ecuatia Euler-Lagrange

m Ecuatia Euler-Lagrange:
d
8x — Eg)k =0
pentru care se cunosc: x(to) = xo i x(tr) = x¢.

Exemplu: Determinati extremala functionalei:

/2
J= / x(£)?)dt = / (2 —x2)dt, cux(0) =0, x(n/2) =1
0
m Ecuatia E-L:
A, 9y 40 0 2
&x dtgxfax(x x) dt (ax(x X)) =0
d, ..
—2x — E(QX) = -2x—2X =
sau
XxX+x=0

Control optimal (UTCN) Elemente de calculul variatiilor 7/32



Ecuatia Euler-Lagrange

m Ecuatia caracteristici s> + 1 = 0 are dou3 rid3cini complexe Sio=F+jsi
solutia este :
x(t) =cicost+ cpsint

m Din conditiile pe frontiera:
x(0) = c1cos0+ csin0=¢; =0

x(m/2) =ccosm/2+ gsinT/2=c =1

se obtine extremala x(t) = sin t.

m Functionala J poate fi minimizata sau maximizatd numai de extremala
x(t) =sint.

m Valoarea extremald este:

/2 /2
J*(sint) = /0 cos(t)?—sin(t)?dt = /0 cos(2t)dt = %(sin(w)—sin(O)) =0
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Conditii de transversalitate. Prima conditie

Timpul final t; dat, starea finala x(tr) necunoscuta

m Curbele admisibile Tncep Tn acelasi punct si se termind pe o linie verticala:

t
Lo r by

m Conditia necesard naturala sau prima conditie de transversalitate:

0 .
ag(x,x, t)|t=t, =0 sau gxli—ty, =0
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Conditii de transversalitate. A doua conditie

Timpul final t; necunoscut, starea finala x(t¢) data

m Curbele admisibile Tncep Tn acelasi punct si se termind pe o linie verticala:

Ax(®)
Xf
X
0 |oeee
Pt
0

=)

—

t,

>

m A doua conditie de tranversalitate este conditia necesard ca:

.0 7
(g _X6_i> |t:tf = O, sau (g _Xg).() |t:tf =0
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Exemplu

Determinati extremala functionalei:

J:/lf(Zx(t)—i—%k(tf)dt

cu x(1) = 4, x(tr) = 4 si tr > 1 necunoscut.
m Ecuatia Euler-Lagrange:
Yo S (D) omi
sau
X(t)=2
de unde: x(t) =2t + a1, si rezults: x(t) = t> + at + c.

m Timpul final tr nu este specificat. Din a doua conditie de transversalitate
rezulta:

(8 — 58) ety = (2x(1) + 2K(EY ~%(8) - %(1)) ez, = 0
_ 2 —~

g(t,x,x) &
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Exemplu

m Rezulta:

1, 1
2x(tr) — §x(tf)2 =0 = 2t?+atr+ao)— 5@t +a) =0

m De unde:
4t? +4citr +4c —2tr— ¢ =0

care Tmpreund cu conditiile pe frontiera:
x(=14+a+c=4

x(tr)=t; +atr+c =4

formeaza un sistem de 3 ecuatii cu 3 necunoscute, din care: ¢ = —6, ¢, = 9,
tr = 5.
m Rezulta extremala:
x(t)=t>—6t+9, si tr=5
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Ecuatia E-L pentru functii de mai multe variabile

m Pentru o functional3 care depinde de (t,x1, X2, ..., X5):
tr tr
J:/ g(t,Xl,X2,"‘ 7Xna).<1a)-<2a"' aXn)dt:/ g(t,X(t),X(t))dt
to to
extremalele satisfac n ecuatii Euler-Lagrange:

g d <8g

6x,- B E 8x,

d
)—0, sau gx,-—ng',-:O, i=1,..,n

9g _d (08 _,
ox dt \ Ox

m In form3 matriciala:

unde: ()
wa(t) "
x=x(t)=1] .. x=x(t) =

xn(t) an(t)
dt
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Ecuatia E-L pentru functii de mai multe variabile

Conditiile de transversalitate
m Prima conditie de transversalitate (timpul final tr dat, starea finald x(tf)

necunoscuta):

g

bt N —

o%t=
Explicit:

og |

Ox

.. -0
9g
o5,

m A doua conditie de transversalitate (tr necunoscut, starea finald x(tr) dat3)
og T
=& =0
t=tr

<g(tvxlv"'aXnaxlv"'axn)__-'kl_"'__-').(n> =0
t=tf

explicit:
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Ecuatia E-L cu restrictii de tip egalitate

m Se determind un set de conditii necesare pentru ca un vector de functii
x*(t)nx1 s3 fie extremalele unei functionale:

J= /ttfg(x(t),i((t),t)dt

cu restrictiile
fi(x(t),t)=0, i=1,2,..m<n

m Un mod de solutionare - substitutie: se rezolva sistemul de m restrictii (dac3
este posibil) si de determind m variabile x; in functie de celelalte n — m
variabile. Se Tnlocuiesc in functia g si rezultd o problem3 de minimizare fara
restrictii a unei functionale care depinde de n — m variabile.
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Ecuatia E-L cu restrictii de tip egalitate

m Multiplicatori Lagrange. Se formeaz3 o functional3 extinsd (augmentatd):

Ja(x, ) = / [g(x( ), t) + A () A(x(t), t) + oo + Am(t) Fn(x(t), t)] dt
- / [g(x(6), X(1), 1) + AT () (x(t), )] dit

to
m Multiplicatorii Lagrange A1, ..., A sunt functii de timp.
m Se defineste integrandul augmentat:

a(x(t), x(£), A(t), t) = g(x(t), x(t), t) + AT ()f(x(t), t)
m Ecuatia Euler-Lagrange pentru g,:

%é:(a(x X, A t) — p <%ga(x X, A, t)) 0
este un set de n ecuatii diferentiale de ordinul 2.
m Se adaugd sistemul de m restrictii de tip egalitate:
fi(x(t),t) =0, i=1,2,...m<n
m Rezultd n+ m conditii necesare pentru ca x(t) s3 fie extremale.
m Necunoscute: n variabile x;(t) si m multiplicatori \;(t).
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Exemplu

m Se caut3 conditiile necesare care trebuie satisficute de o curb3 de lungime
minim3, de pe sfera x2(t) + x3(t) + t> = R?, pentru t € [to, tf], care uneste
doud puncte date: xg, ty Si X, tf.

m in spatiul 3D (t,x1,x2), lungimea unei curbe se poate scrie:

x) = /tf \/1 + x2(t) + x3(t)dt

m Se caut3 conditiile necesare pentru minim a functionalei J cu restrictia de tip
egalitate: x2(t) + x2(t) + t? = R? (ecuatia sferei).
m Functia augmentata:

ga(x. 3%, X, 1) = /1 4+ 22(1) + 5B(1) + A(D)(E (1) + 3(1) + £ — R?)

m Din ecuatia E-L rezulta 2 ecuatii diferentiale:

0ga 0ga d.. 2o\
pr < > =2x1A — E[X1(1+X12+X22) 121=0

(9X1 8
08a g 08a _ . i . 22 o2\—1/27 _
9% <8)’<2> = 2x)\ ™ (l+x{+x35)" /=0

m Se adaugd restrictia, ca a treia ecuatie (algebricd).
Elemente de calculul variatiilor 17 /32



Ecuatia E-L cu restrictii de tip ecuatie diferentiala

m Se cautd conditiile necesare pentru ca functiile x(t) s fie extremale ale
functionalei:

J(x) = / " g(x(8), x(t), t)dt

to

unde x este un vector de (n+ m) x 1 functii care satisfac n ecuatii diferentiale:
fi(x(t),x(t),t) =0, i=1,2,...,n

m Problema este una de control optimal daca cele n ecuatii diferentiale
reprezinta un model n spatiul starilor. Variabilele x corespund unui vector de
n+mfunctii [ x | u ]T.

~— |~
n m
m Functia augmentata:

8a(x(£), x(1), A(t), t) = g(x(t), X(t). t) + A(t) "F(x(t), x(t), 1)

unde A(t) este un vector de n functiii de timp (multiplicatori Lagrange).
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Ecuatia E-L cu restrictii de tip ecuatie diferentiala

m Ecuatia Euler - Lagrange:

0ga . d [0g .
52 (x(1), (1), 1) — = | 22 (x(2), X(1), )| =0

m Restrictiile Tn forma matriciala:
f(x(t),x(t),£) =0

m Rezultd n+ m ecuatii E-L (ecuatii diferentiale) si n restrictii de tip ecuatie
diferentiala.

m Variabile: n+ m variabile x;(t) (n stdri si m intrdri) + n multiplicatori
Lagrange \;(t).
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Exemplu

Sistemul:
Xl(t) = X2(t) — Xl(t)
%(t) = —2x(t) — 3x(t) + u(t)
trebuie controlat astfel Tncat sa se minimizeze functia de cost:
tr 1
S = [ 310 + (0 + (O)et
to

Se cautd un set de conditii necesare pentru control optimal.
m Restrictiile de tip ecuatie diferentiald sunt:

f-l(X7 u) = Xg(t) — Xl(t) — )'(1(1')
h(x,u) = —2xi(t) — 3x(t) + u(t) — x(t)

m Functia augmentatd g, este:
ga(x, u,A) = %[Xf(t) +3(t) + ()] + A () Oea(t) — xa(t) — xa(t)) +
+A2(t)(=2x(t) — 3x2(t) + u(t) — x(t))
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Exemplu

m Ecuatiile Euler-Lagrange:

Og, d [
Oxq ot
g, d
8X2 B E
0g, d [
du  dt

m Se obtin ecuatiile diferentiale:

0gs .

g = x3—AX1—2X+A1 =0
_8X1_

e .

82l M -3t A=0
_8X2_

0g. |

== = X =0

8[1_ u—+ A

A = —x1+ A +2)

Ao = —xo— A1 +3X

si ecuatia algebricd (deoarece i nu apare n g,)

u+Xx=0

m Celelate doud ecuatii care trebuie satisfacute de extremale sunt restrictiile:

Control optimal (UTCN)

Xy = Xx2—Xx

X = —2x1—3x+u
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Control optimal prin calcul variational

m Se considera problema minimizarii unei functii de cost

J = h(x(t), t7) + /tfg(x(t),u(t), £)dt

to

cu restrictiile:
X:f(x(t)’u(t)at)v X(tO) = Xp

m Problema este de a determina un control admisibil u*(t) care face ca sistemul
dinamic s§ urmeze o traiectorie x*(t) astfel incat s3 minimizeze functia de
cost.

m Se considerd initial ca:

m stdrile x™(t) si intrdrile u™(t) nu sunt marginite

m conditiile initiale x(t) = xo si timpul initial to sunt date.

m x(t) este un vector de stare de dimensiune n x 1 si u(t) este un vector de
intrdri de dimensiune m x 1.
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Conditii necesare pentru control optimal

m Avem o problema cu n+ m functii (X(t)nx1, u(t)mx1) care trebuie s3
satisfacd sistemul de n restrictii de tip ecuatie diferentiala.

m Diferenta fat3 de sectiunea anterioars este prezenta termenului h(x(tf), t¢) in
functia de cost.

m Daca h este o functie derivabil3, se poate scrie:

tr

h(x(tr), t) = %[h(x(t), £)]dt + h(x(t), )

to

iar functia de cost devine:

S / f {g(X(t), u(t), ) + %(h(x(t), t))] ot + h(x(to), to)

m Deoarece xq §i tp sunt fixate, termenul h(x(to), to) nu afecteazd minimul, deci
se poate considera numai functionala:

sxw) = [ [g(x(t),u(t),t)+E(h(x(t),t))} dt
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Conditii necesare pentru control optimal

m Derivata in raport cu timpul pentru h(x(t), t) se calculeazi (chain rule):

de VNP Y T e T orde . ox . ot

m iar functionala devine:

J(x,u) = /t f {g(x(t), u(t), t) + [%(x(t), t)] x(t) + E(x(t), t)} dt

m Se scrie functia extinsd g, si se includ multiplicatorii
AT(t) = [Ma(t) - Aa(D)]T:

oh T oh . .
ga(x,u A t) = g(x,u, t) + g(x,t) X + E(x,t)—f—)\ (F(x,u, t) — x)
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Conditii necesare pentru control optimal

Ecuatiile Euler-Lagrange:

m n ecuatii Tn raport cu x

0ga d (0g, 0 Oh Oh . d ,0h B
ax‘a(ax) 5{“5”&“("‘*)]‘%5‘”—
0 T . 9 (Oh, Oh d (0h\
= &(g+/\ f—)—|—/\—|—a—<a—x+5)—a(5>—
0 T 0°h 0’h  0%hox  9%h
= TN G S a5 B
9 .
= —(g+ A H+A=0 (2)
8XA,_/
H
® m ecuatii in raport cu u:
0ga d (Oga _ 8ga_£ Ty
Du (au) = u wErA =0 (3)
H
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Conditii necesare pentru control optimal

m Se introduce hamiltonianul H definit ca:

H(x(t),u(t), (1), ) = g(x(t), u(t), t) + AT () (x(t),u(t), t) = g + AT f

m Cu aceastd notatie, ecuatiile (2) si (3) devin conditiile necesare c3utate:

A= 88’:( (1), u(t), A(8), £) (4)
g’:( (£), u(t), A1), 1) (5)

impreun3 cu ecuatiile de stare ale sistemului dinamic (restrictii pentru
problema de control optimal):

x = f(x(t), u(t), t) (6)

m Ecuatia diferentiald (4) = ecuatia co-stdrilor iar A(t) = vectorul co-starilor.
m Rezultd n ecuatii diferentiale din (6), n ecuatii diferentiale din (4) si m ecuatii
algebrice din (5).
m Necunoscute: x(t)nx1, Mt)nx1 i u(t)mx1-
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Conditii necesare pentru control optimal. Sumar

m Pentru sistemul dinamic:
).(n><1 - f(X(t), u(t)a t)

se cautd vectorul u*(t)mx1 care minimizeaza functia de cost:

J = h(x(tr), tr) + /tfg(x(t),u(t), t)dt

to

m Se scrie hamiltonianul:
H(x(t), u(t), A(t), t) = g(x(t), u(t), £) + AT () F(x(t),u(t),t) = g + ATf
m Se calculeaz3 derivata sa n raport cu u:

oH
—(x(t),u(t), A(t),t) =0
5y X(0):u(t), A1), 1)
si se expliciteaza u n functie de x si A.
m Se calculeaz3 ecuatiile diferentiale pentru co-stari:

s = =5 (x(8),u(0) A(0), 0

m Se rezolva cele 2n ecuatii diferentiale rezultate.
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Conditii initiale/finale

Probleme cu timp final fixat, tr - dat.
Caz | Timp final t; dat, starea final3 x(tf) dat3

X(tf) = Xf

sunt n relatii = conditii pe frontierd pentru ecuatiile diferentiale

solutie unica snstemulw de 2n ecuatii d|ferent|ale.

Caz Il Timp final tf dat, starea finald x(tf) necunoscuts.
Conditia finalad se poate determina din prima conditie de
transversalitate:

(%2 xou0.0.0) = Fxn). ) - A1) =0

ox -

si rezulta:

Ntr) = Soi(), 1)
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Conditii initiale/finale

Probleme cu timp final t; necunoscut.

Caz Il Timp final tf necunoscut, starea final3 x(tr) = x dat3
Din a doua conditie de transversalitate pentru g,, rezulta:

. 8ga>
8a — X—/2 =0
( ax t=tr

[g+@x+@+ﬂ(f—x)—x(@—x>} =
t=tr

Ox ot ot

Oh
_ T —
(g M at)tt °
=tr

H(x(tr), u(te), A(te), tr) + %(X(t{), tr)=0
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Conditii initiale/finale

Probleme cu timp final tf necunoscut.

Caz IV Timp final t; necunoscut, starea finald x(tf) necunoscuts.
Conditiile finale se determin3 din cele doud conditii de
transversalitate:

Mtr) = S (x(tr) )

H(x(tr), u(te), A(tf), tr) + %(X(tf), tr)=0
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Exemplu

Pentru sistemul dinamic:

x(t) = x(t)
Xz(t) = —X2(t)+U(t)

se cautd conditiile necesare pentru un control optimal u*(t) care minimizeaz3
functia de cost:

Ju) = 3ba2) = 5P + 3@~ 2P + 5 [ w0y

Conditiile initiale sunt x(0) = 0, iar x(2) nu se cunosc.

m Hamiltonianul este:
H(x, u, ) = %lﬁ(t) O (E)a(t) + () (—alt) + u(t))

oH
50 = utX=0 = u(t)=—Not)
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Exemplu

H(x,u,\) = %u2(t) + A (t)x2(t) + A2(t)(—x2(t) + u(t))

m Ecuatiile co-starilor:

. OH
() = —5-=0

. OH

Ao(t) = —5—)@——A1(t)+kz(t)

m au conditiile finale care rezultd din derivatele functiei
h(x(tr)) = 3[x1(2) — 51> + 3[x2(2) — 2]? In raport cu x(tr) = x(2):

M) = 85—’(’2)| —x1(2) 5= M(2)

Oh

Xo(tf) = mh:t,«:z:)@(

2) —2=X(2)
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