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Problema de control optimal

m Se cautd o comand3 admisibil u*(t) pentru care sistemul:
x(t) = f(x(t), u(z), 1), x(to) = xo

urmeazd o traiectorie admisibild x*(t) si care minimizeaza funcgia de cost:

J= hixter) 1)+ [ " g(x(2),u(t), £)dt

to
m Se consider3 initial c3 starile si intrarile de control nu sunt marginite, timpul
initial si conditiile initiale sunt date.

m Xx(t),x1 este vectorul de stare, iar u(t)mx1 este vectorul intrarilor de
comanda.

m Hamiltonianul este:

H(X(t), u(t)a )‘(t)a t) = g(X(t), u(t)a t) + )‘T(t)f(x(t)v U(l’), t) =g+ ATE

unde A(t) este un vector de n functii de timp necunoscute (co-stdri)
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Principiul minimului

H(x(t),u(t), \(t), t) = g(x(t),u(t), t) + AT ()f(x(t),u(t), t) =g+ \'f

Principiul minimului (Pontriagin): O conditie necesara ca u*(t) sd mini-
mizeze functionala J este:

H(x"(t), u™(t), A"(1), ) < H(x"(t), u(t), A*(¢), t)

pentru orice t € [ty, t¢] si pentru toate comenzile admisibile.
O comanda optimald trebuie s§ minimizeze global hamiltonianul.

Solutiile candidate pentru control optimal se determind dupa cum urmeaza:
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Principiul minimului
1. Se scrie Hamiltonianul:
H(x(t),u(t), A(t), t) = g(x(t), u(t), t) + AT()f (x(¢), u(t), t) = g + ATF

2. Prima derivata a hamiltonianului Tn raport cu u:

S (x(8),u(0) A(0) 1) = 0 1)

Conform principiului minimului, u(t) trebuie s& minimizeze Hamiltonianul.
Daca nu sunt restrictii, se calculeaza derivata a 2-a si se compara cu 0.

3. Ecuatia co-starilor:

A(6) = = S (x(6),u(), (), 0 ©)

4. Ecuatia de stare:
x(t) = f(x(t), u(t), t) (3)

Ecuatiile (2) si (3) sunt 2n ecuatii diferentiale cu 2n necunoscute (x(t)nx1 $i
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Principiul minimului

m n conditii initiale cunoscute: x(tp) = xo, la care se adaugd, dup3 caz:

Caz |. Timpul final tf dat, starea finald x(tf) data.
X(tf) = Xf
Caz Il. Timpul final t¢ dat, starea finald x(tr) necunoscuta.
oh
Atr) = —(x(tf), t,
(f) ax(x( f)7 f)

Caz IIl. Timpul final tr necunoscut, starea finald x(tr) = xr dat3.

H(x(tr),u(tr), A(tr), tr) + %(X(t{), tr)=0

Caz IV. Timpul final tf necunoscut, starea finald x(tr) necunoscuts.
Oh
A(tr) = —(x(tr), t
(tr) = 5 (x(tr), )
Oh
H(x(tr) u(te), A(te), tr) + E(X(tfﬁ tr) =0

Control optimal (UTCN) Principiul minimului lui Pontriaghin 6/42



Exemplu 1

m Se considerd problema accelerdrii pe patine astfel Tncat s3 maximizam
distanta totald parcurs3 intr-un timp T dat, cu efort minim. Se noteaza x;(t)
= distanta parcurs3 Tn timpul t. Viteza, x(t), este prima derivat3 a lui xq,
iar acceleratia este u(t), prima derivatd a lui xp. Sistemul dinamic este:

Xl(t) = Xz(t)
%(t) = u(t)

unde x1(0) = 0, x2(0) = 0. Functia de cost care trebuie minimizat3 este:
1 T
J= —xa(T) + f/ A (t)dt
2 Jo
m Hamiltonianul:

H(x, 1, \) = %lﬂ(t) A (E)x(t) + Aa(B)u(?)
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Exemplu 1

H(x, 1, \) = %f(r) (B (t) + Aa(B)u()

m Comanda u™* care minimizeaza hamiltonianul se calculeaza din
oH
— =u(t)+ X(t) =0
= u(t)+ do(1)

sau
u(t) = —Xo(t)

Aceastd functie va minimiza H deoarece a doua derivata este pozitiva:

9%H
=1
92 >0
m Costarile rezulta din:
: oOH
M(t) = —— =
1( ) axl 0
: oOH
M(t) = —— = =X\ (t
2(t) 5 1(1)
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Exemplu 1

m Pentru c3 timpul final (T) este dat, iar stdrile finale nu sunt cunoscute,
conditia finald pentru A; > este:

_ Oh(x(T)) _ dh(=x(T))
M(T) = dx1(T) axl(lr) -1
n(r) = G o (4)

unde
h(x(T)) = —x(T)
m Din \i(t) =0 = A\i(t) = ¢ si pentru c3 Ay (T) = —1, rezult3 A\y(t) = —1.

m Din integrarea lui Ax(t) = —A1(t) = 1, cu conditia finald M\y(T) = 0, rezult3
X(t)=t—T.

m Pentru cd u*(t) = —X2(t), se obtine legea de reglare optimala:
u(t)=T—t

care descreste liniar cu timpul si ajunge la 0 la timpul final.
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Exemplu. Barca lui Zermelo

m Se considerd un barc3 care se deplaseaz3 din punctul A n punctul B in

coordonate carteziene (x, y).

[

Yr

0

m Barca are vitez3 constantd V in raport cu apa, dar orientarea (unghiul 6) se

poate modifica. Viteza apei w(y), este paralel3 cu axa x, w poate fi

constantd sau poate depinde de y(t).

m Scopul este s3 se determine unghiul de orientare 8* care minimizeaza un

criteriu de performanta. Pentru variante ale problemei vezi 8- Pontriagyn.pdf
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Exemplu. Barca lui Zermelo

m Modelul dinamic:

x(t) = VecosO(t)+ w(y(t))
y(t) = Vsind(t)

unde t € [0, tf], x(0) = y(0) =0, iar w(y(t)) = y(t).
m Se cautd unghiul (comanda optimald) 6*(t) astfel incat s& se maximizeze
distanta parcursa Tn timpul dat t:

J= —X(tf)

Observati ca x(tr) in J are semn negativ pentru c3 obiectivul este s3 se
maximizeze x(tr), adicd s3 se minimizeze —x(tr).

m Hamiltonianul este:

H =0+ A1 (VcosO(t) + y(t)) + X2V sin6(t)
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Exemplu. Barca lui Zermelo

H=0+ A1 (Vcosf(t) + y(t)) + A2 Vsin6(t)

m Derivata hamiltonianului in raport cu 6:

H
%—9 = A\ Vsinf(t) + A2V cos(t) =0

sau

A1 Vsin6(t) = AoV cos6(t)
Si

sinf(t) ()

st~ 2" =X

m Co-starile satisfac ecuatiile:
OH
A1(t) M 0
oH
Ao(t) = oy T —A1(t)
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Exemplu. Barca lui Zermelo

m Solutia generald a ecuatiilor pentru co-stari:
M=GCG, h=—-0Gt+G

m Conditiile finale pentru A; »:

M(tr) a(a_;zgft;)) — 1
Aaltr) ai(((g) -

si rezulta:

)\1(1.'{) =-1=0, )\2(t{) = —(—l)tf +G=0 = G=-1, G=—tf

sau
A(t) =—=1, X(t)=t—tf

m Comanda optimald, unghiul 6(t) se obtine din:
() t—tf
o /\1(1’) -

tan 6*(t) =tr—t, = 60(t)=arctan(tr —t)
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Alte exemple

m Vezi 8- Pontryagin.pdf
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Probleme cu restrictii
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Probleme cu restrictii

m O conditia necesard pentru ca u*(t) s§ minimizeze functionala J este:
H(x*(t),u" (), A*(t), t) < H(x"(t), u(t), A*(t), t)

pentru toate t € [to, tf] si pentru toate intrdrile u(t) admisibile.

m controlul optimal trebuie sa minimizeze hamiltonianul = principiul
minimului (Pontriaghin.

m Conditia este necesard dar nu e suficientd (in general) pentru optim.

m Controlul optimal trebuie sa respecte principiul minimului, dar nu orice

control care respectd principiul minimului e optimal.
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Probleme cu restrictii

m Principiul minimului a fost obtinut initial pentru probleme in care intrarea are
valori marginite intr-o regiune inchisa sau marginita, dar poate fi aplicat si
pentru probleme 7n care intrrile nu sunt m3rginite (sau mirginite de +o00).

m in acest caz, pentru ca u*(t) sd minimizeze hamiltonianul este necesar (dar

nu suficient) ca:
oH

Ty X (0),u™ (1), A(1),£) = 0 ()
m Dacd ecuatia (5) este satisfacutd si:
82H * * * e BV
W(X (t),u*(t), \*(t), t) este pozitiv definit3

este o conditie suficientd pentru ca u*(t) s3 fie un minim local,
m Daca hamiltonianul se poate exprima in forma:

H(x(t),u(t), A(t), t) = f(x, A, t) + c(x, A, t) Tu(t) + %UTR(t)u (6)

unde c este o matrice m x 1 si nu are termeni care depind de u(t), atunci

2 . . Y . ..
conditia (5) si %u';’ sa fie pozitiv definita sunt necesare si suficiente pentru ca
H(x*(t),u*(t), \*(t), t) s& aibd un minim global.
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Probleme cu restrictii

m Pentru H in forma (6)

%(X*(t)au*(t),)\*(t)’ f) = R()

astfel incat, dacd R(t) este pozitiv definitd
u(t) = —R7(t)e(x" (1), A" (1), 1)

minimizeaza hamiltonianul.

m Exist3 si alte conditii necesare aditionale (vezi 8-Pontryagin.pdf, sec.2.2)
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Exemplu

Se considerd un sistem cu ecuatiile de stare:
x(t) = x(t)
*(t) —xo(t) + u(t)
cu conditiile initiale x(ty) = x¢. Functia de cost care trebuie minimizat3 este:

Jw) = [ 5B (0) + (o)

to

tr este dat, starea final3 x(tr) este necunoscuts.
m Se caut3 conditiile necesare pentru minimul lui J.
1
H(x, u,\) = 5[xf(t) + ()] 4+ Ae(t) + Aa(t)(—xe(t) + u(t))
m Co-stdrile:
OH

)-\1(1.') = —TXIZ—X;[(I')
).\2(1') = —%Z—Al(t)-‘r}\z(t)
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Exemplu

m Pentru c3 nu sunt restrictii asupra lui u(t)), este necesar ca:

oH _

M40 =0 = w9 =200
m Hamiltonianul este in forma (6) si

O?*H
Z 1
B >0

deci u*(t) minimizeaz3 global hamiltonianul.

m Conditiile finale pentru co-stari:

)\1(tf) %(X(t{), tf) =0
)\g(tf) = %(X(tf)7 tf) =0

(h nu apare in J)

Control optimal (UTCN) Principiul minimului lui Pontriaghin 20/42



Exemplu cu restrictii

m Pentru problema anterioara se cauta controlul optimal daca:

—1<u(t) <1, for all t € [ty,tr] ()

Ecuatiile de stare si ecuatiile diferentiale pentru co-stari sunt aceleasi

Conditiile finale pentru A(tf) sunt aceleasi

u trebuie s3 minimizeze:

1 1
H(x*, u,\*) = §X12* + §u2 + AT + A5 (—x5 + u)

cu restrictiile (7).
m Se separd termenii din H care il contin pe u(t):

1 *
SUA(E) + A3(E)u(t) (8)
m Pt. intervalele de timp n care u(t) nu este saturat:
u(t) = =A3(t)

ca in problema anterioard; aceasta se intdmpla pentru |A5(t)| < 1.
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Exemplu cu restrictii

m Pentru |A3(t)| > 1 din (8), u care minimizeazsd pe H este:

“(t) = =1 for X3(t) >1
CRT1 for A3(1) < -1

m Astfel u*(t) este o functie de A5(t), ca n figurd

m Rezulta:
Au(t)
oo 1
—1 for Ni(t) > 1 L
u(t) =<4 =X5(t) for —1<N5(t) <1 : S 1 2
1 for A5(t) < -1 -1 |
T N ‘

m Pentru a determina pe u*(t) explicit, trebuie rezolvate ecuatiile de stare si
cele pentru co-stari.
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Exemplu 2 - cu restrictii

m Se cautd intrarea de control optimald care minimizeaz3 functionala:

min J=—x(4) + /04 u3(t)dt

cu x(t) = x(t) + u(t), x(0) =0 si u(t) <5.
m Hamiltonianul este:
H = u(t)® + M) (x(t) + u(t))
m Co-starea: oK
\ = —— = — = —t
A(t) = o A(t) = A(t)=Ce
m si utilizdnd conditia finald pentru A:

A4) = M =-1=C* =C=-¢" =\t)=—-¢""

0x(4)
m Se minimizeaza H n raport cu u:
oH 0%H At)
— =2 A=0 — =2 =—-—
50 u-+ 2 >0 =u >
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Exemplu 2 - cu restrictii

m Se ia In considerare restrictia si avem:
Hr = u’+u

k=2, for /255 u*=5, for -A/2>5

5 u
m Pentru —\/2 < 5, hamiltonianul are un minim global dac3 prima derivats e
zero, iar a doua este pozitiva.
m Pentru —\/2 > 5, minimum global al hamiltonianului este pe frontiera u =5
(pentru c& minimulm functiei H, = u? + Au este in dreapta valorii 5).

—%§5 =-2<10 =X>-10

m Atunci: \
ut = 2 pt. A > —10
5, pt. A< =10
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Exemplu 2 - cu restrictii

m Se reprezintd \(t) = —e* %

si se determind timpul de comutare de la
un control la cel3lalt.

Mts) = —e* % = —10 = 4—t, = In(10)

= t; = 4 — In(10)

m Deoarece A(t) < —10 pentru t < ts si A(t) > —10 pentru t > t;, comanda in

bucld deschisa este:

u =

. { 5, pt. t <4 —1In(10)
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Probleme de timp minim. Control bang-bang
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Problema de timp minim

m Se considerd o problem3 simplificata de miscare. Obiectivul este de a
transfera un sistem dintr-un punct initial dat Tntr-un punct final dat, Tn timp

minim.
m Dacd x;(t) = distanta parcursa la timpul t, %1 (t) = x2(t) = viteza si
X1(t) = x(t) = u(t) =acceleratia, modelul dinamic este:
x1(t) = x(t); x(t) = u(t)
cu starea initiald x1(0) = x109, x2(0) = xp0 §i starea finald data:
Xl(T) = XQ(T) =0.

m Se cautd acceleratia optim3 care transferd sistemul din x(0) = x¢ in x(T) =0
n timp minim, adicd minimizeaza:

-
J:/ 1dt
0

m Se considerd c3 intrarea u este supusa restrictiilor: —1 < u(t) < 1.
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Problema de timp minim

m Hamiltonianul este:

H(x,u, X) = 1+ A (t)x2(t) + Aao(t)u(t)
——

m Din forma lui H se observd c3 numai termenul A\y(t)u(t) depinde de u(t),
deci acesta va decide valoarea minima n raport cu u.

m Ecuatiile pentru co-stari:

M(t)=-82=0 Ai(t) =
{ }\Q(t) = —?ia: —A1(t) = { Xo(t) = —C1t+ G

m Functia A\y(t) este o linie si poate schimba semnul cel mult odata =

A ur(t)
e [ 4L Xa(t) <0 - |
u'(t) = { —1, Ap(t) >0 > L)
bang-bang control 1
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Problema de timp minim

m Se cautd u ca functie de starea x(t): in bucld Tnchisa.

m Se rezolva ecuatiile de stare:

).(l(t) :XQ(t) o
u(t)=-1 = x(t) = — N { Xl(t)—f_7+xzot+xlo
x1(0) = x10, x2(0) = x20 x(t) = —t + x0
1 X2 1 2(t
= Xl(t) = 75 (X20 - t)2 + X10 + % = 75 (X20 - t)z + ki = 7£ + kq

1(t) = t
W) = +1 = Xiﬁ(i) ) N { x1(t) = & + X0t + X0
x1(0) = x10, %2(0) = x20 %(t) =t + X0

1 X2, 1 2(t
= Xl(t) = §(t+X20)2+X10 - % = §(X20+ t)2+k2 = & +k2
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Problema de timp minim
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Problema de timp minim

m Parabolele trec prin origine pt. k; = ko = 0, sau:

2 2
X p%e
X10:—§, for u* = —1, orxloz%, for u* = +1

m Ecuatia curbei care transferd sistemul Tn origine se obtine:

xi(t) = x(t) Ty

ut(t) =1 = %(t) = —1 L) ()=
x(T)=x(T)=0 xa(t)=T -t

=  x(t) =

)'(1(1') = XQ(t) B ﬂ

uw(t) =+l = *o(t) = +1 = oalt) =

x1(T)=x(T)=0 x(t)=t—-T

= Xl(t)
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Problema de timp minim

m Pentru t < T, pentru u* = —1 = x(t) > 0 si pentru
ut =41 = x(t) <O0.

m Ecuatia curbei de comutatie se scrie:

x(t) = —a(t)o(2)

M x(1)

xl(t{

N\,
¥ uF=+]
~

~
S~
~ -
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Problema de timp minim

m Dac3 starea initiald se afld pe curba de comutatie, atunci v = £1 dupa cum
x1 <> 0.

m Dac3 starea initiald nu se afl3 pe curba de comutatie, atunci v = +1 trebuie
sa determine sistemul s3 ajunga pe aceasta.

m Dac3 xq este deasupra curbei = u = —1, iar dacd xqg e sub curbd = v = +1.

sz(t)

u*=-]1 XX

10

20

xl(t)‘

ut=+1 N

XX

5 ~
10720 wi=+1 ==
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Problema de timp minim

m Legea de control optimal se aplicd astfel:
m Dac3 x(0) este la stdnga cubei de comutatie se aplicd u* = +1 pan3 cand se

atinge curba, apoi se aplicd u* = —1 pan3 se atinge originea.

m Daci x(0) este la dreapta curbet de comutatie se aplicd u* = —1 pan3 cand se
atinge curba, apoi u* = +1 pan3 la origine.

m Daci x(0) este pe curba de comutatie se aplicd u = —sign(x2(0)) pan3 in
origine.

m Functia de comutatie:

s(x(8)) = (1) + 2a(t) 1)

m Se observd ca:
m s(x(t)) > 0 implicd x(t) este in dreapta curbei de comutatie
m s(x(t)) < 0 implicd x(t) este Tn stinga curbei de comutatie
m 5(x(t)) = 0 implicd x(t) este pe curbei de comutatie
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Problema de timp minim

in termenii functiei de comutatie, legea de control optimal este:
m u* = —1 pentru x(t) astfel incit s(x(t)) > 0
m u* = 41 pentru x(t) astfel incat s(x(t)) <
u* = —1 pentru x(t) astfel incat s(x(t)) = 0 si x2(t) >0
u* = +1 pentru x(t) astfel incat s(x(t)) = 0 si x(t) <0

* =0 pentru x(t) =0

_____________________

v

in
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Metode numerice pentru rezolvarea problemelor utilizand
principiul minimului
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Problema cu valori pe frontiera in doua puncte

Problema cu valori pe frontiera in doud puncte = TPBVP (Two Point Boundary
Value Problem)

m Se considerd problema de minimizare a functiei de cost

J = h(x(t), tr) + /tf g(x(t), u(t), t)dt

to

pentru sistemul dinamic:

x = f(x(t),u(t),t), x(to) =xo

m Problema este de a determina un control admisibil u*(t) care face ca sistemul
sd urmeze o traiectorie optimald x*(t) care minimizeaz3 J

m Hamiltonianul:

H(x(t), u(t), A(t), t) = g(x(t), u(t), ) + AT (£)f(x(t), u(t), t)
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Problema cu valori pe frontiera in doua puncte

m Daca nu exista alte restrictii asupra starii si intrarii u, timpul final tr este
fixat si starea finald nu este cunoscutd, problema TPBVP care rezult3 este:

% = aa—l:\lzf(x*,u*,t) (9)
o= —88—';' (10)
0 = %’: (11)
x“(t) = Xo (12)
(i) = 9l (e) (13)

m Se caut3 relatii explicite pentru x*(t) si u*(t), t € [to, tf].

m Rezolvarea ecuatiilor diferentiale (9) si (10) nu este posibild cu metode

finale pentru A: relatiile (13)
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Problema cu valori pe frontiera in doua puncte

Algoritmul se bazeaz3 pe observatia c§ u*(t) care minimizeazd hamiltonianul va
minimiza pe J. Astfel se vor determina numeric valorile functiei u* care fac
derivata lui H egald cu zero.

m Se scrie hamiltonianul: H(x(t), u(t), A(t)).

H(x(t), u(t), A(t), t) = g(x(t),u(t), t) + AT - f(x(t), u(t), t)

m Se calculeazi prima derivats in raport cu u: OH/0u.

m Se scriu ecuatiile pentru co-stari:

OH

)\i - _6X,'7

m Se determin3 conditiile finale pentru A(tr)

m Se Tncepe cu o aproximare discret3 pentru u(t), t € [0, t¢]. De exemplu se
imparte intervalul [ty, t¢] in N subintervale si se considerd u constant pe
subintervale.

u(t) =u(ty), k=1.N
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Problema cu valori pe frontiera in doua puncte

u(t)A u,
AN w, initial guess
. ;
o _
a..a_optimal control u*
e
1 k o0 ANk
f e
’ I

m Se minimizeazd H(u) cu o functie Matlab sau un algoritm numeric care
determind minimul (de exemplu metode de gradient)
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Problema cu valori pe frontiera in doua puncte

Functia care se minimizeaza trebuie sa rezolve la fiecare pas:

m Cu vectorul u care e dat ca argument al functiei se intergreaza ecuatiile de
stare, cu conditiile initiale x(0) = x0.

m Se calculeazd A(tr).
m Se rezolv3 sistemul de ecuatii diferentiale pentru co-stari, invers, de la tr la tp.
m Din u, x si A se calculeaza prima derivata a hamiltonianului.

m Functia returneazd norma hamiltonianului sau norma primei derivate a
hamiltonianului.
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Problema cu valori pe frontiera in doua puncte

Daca se utilizeza o metoda de gradient:

m Se stabileste o aproximare discretd pentru u(t), t = [to, t¢], prin divizarea
intervalului [to, t¢] In N subintervale.

m Cu cele N valori ale lui u, se integreaza ecuatiiile de stare (9) de la o la tr,
cu conditiile initiale (12)
m Se calculeazd A(tr) substituind x(tf) in (13).
m Se integreaz3 ecuatiile pentru co-stari (10) de la ¢ la to, cu conditiile finale
(13)
m Daca
12 <&
ou" —
unde € este o constanta mic3d pozitiva, se termina procedura si se returneaza
valorile controlului optimal si a traiectoriei de stare optimale.
m Daca conditia de oprire nu este indeplinitd, se calculeazd un nou control::

U< u—T7—-—

Ou

unde 7 este pasul metodei de gradient.
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