Regulatorul liniar patratic pentru probleme de urmarire. Estimarea starii.

1 Problema de control optimal si LQR pentru probleme de stabilizare

Pentru un sistem continuu cu n variabile de stare si m variabile de intrare, descris de:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1)

cu conditiile initiale x(0) = xg, se cere si se calculeze vectorul de comenzi optime u*(t) care minimizeaza functia de
performanta:

tr
J=x"(t;)Sx(ts) +/ x7(£)Qx(t) + u” (t)Ru(t)dt
0
unde S si Q sunt matrici simetrice pozitiv semidefinite cu dimensiunea n x n, iar R este o matrice simetrica pozitiv
definita cu dimensiunea m x m.

Legea de comanda rezulta de forma:
u(t) = —Kx(t) (2)

unde K este matricea de reactie de la stare, cu dimensiunea m X n. Implementarea unui regulator LQR intr-un sistem
cu reactie de la stare este prezentata in Figura 1.
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Figura 1: Schema bloc a sistemului de stabilizare

Sistemul inchis va fi reprezentat de:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) = Ax(t) - BKx(¢t) = (A — BK)x(¢) (3)

LQR este o lege de control care determina starile sa tinda catre 0, influentdnd totodata si energia consumata cu
semnalele de comanda.

2 LQR pentru probleme de urmarire

In unele cazuri este de interes ca iegirea sistemului sd urméreascd un semnal de referintd r(t), astfel incat iegirea
y(t) = r(t) cdnd t — co. Observati ci reactia din Figura 1 este de la stare, nu de la iegire.

Se considera sistemul descris de ecuatiile de stare:

x(t) = Ax(t) + Bu(t)
{y<t> — Cx(1) @

unde numarul de stari este n, numarul de intrari este m, iar numarul de iesiri este p. Ca urmare, dimensiunile
matricilor sunt: A, xn, Bpxm, Crxp-



2.1 Metoda 1. Precompensare

Spre deosebire de alte metode de proiectare a regulatoarelor, sistemele de control cu reactie de la stare nu compara
iegirea cu referinta, ci compara vectorul de stare iInmultit cu matricea de reactie K cu referinta. Este de asteptat ca
iegirea sa nu fie egala cu referinta. In acest caz, referinta se poate scala astfel incat iesirea sa fie egala cu referinta in

regim stationar (Figura 2).
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Figura 2: Schema bloc a sistemului de urmarire cu precompensare

Un mod simplu de a implementa un regulator care sa urmareasca o referinta este modificarea legii de comanda (2)

iar matricea N rezulta:

N=-(C(A-BK) 'B)!'=—-(CA'B)™

unde A,; = A — BK.

Observatii:

u*(t) = Nr(t) — Kx(t)

(5)

(6)

e daca numarul de iesiri p este egal cu numarul de intrari m, matricea CA;llB este patrata, altfel dimensiunea

va fi p X m si nu poate fi inversata.

e dacd numarul de iegiri este mai mare decat numéarul de intrari, p > m, vor exista solutii pentru relatia (6) doar
in unele cazuri particulare. Nu sunt destule grade de libertate pentru ca variabila de comanda sa determine

sistemul sa urmareasca orice referinta.

e daca numarul de iesiri este mai mic decat numarul de intrari p < m, vor exista mai multe solutii pentru relatia
(?7). Se poate alege una dintre ele sau se pot introduce iesiri suplimentare astfel incat p = m.

2.2 Metoda 2. LQR pentru procese care au integrator

Metoda va fi descrisd pentru cazul in care intrarea in proces (semnalul u(t)) si iesirea y(t) sunt scalare. Ca exemplu,
iegirea se considera egald cu una din variabilele de stare y(t) = z1(¢). in Figura 3 se prezintd schema bloc a sistemului

de urmarire unde r este o referinta treapta.

O K

4

Y=X1

X1 -
u . Xz :
x = Ax+Bu ]
- Xn
k2 [
kn |-

Figura 3: Schema bloc a sistemului de urmarire pentru procese cu integrator

Pentru acest caz, legea de control este data de:

u (t) = —ki(x1(t) — 1) — kaxa(t) — -+ — kpan(t) = —Kx(t) + k17 (7)



unde K = [ky ko -+ kyp].

Sistemul inchis este descris de:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) = (A — BK)x(t) + Bkyr (8)

In regim stationar (variabilele notate cu indicele ss) avem:

Xss = (A — BK)x.s + Bkyr (9)

Prin sciderea ecuatiilor (8) si (9) obtinem:
X(t) — %ss = (A = BK)(x(t) — %)
Daca se noteaza eroarea ca e(t) = x(t) — Xss, atunci dinamica erorii este:
é(t) = (A —BK)e(t)

Ca urmare, problema este transformata in proiectarea unui regulator K care sa aduca eroarea la zero din orice conditii
initiale. Metoda este aceeasi cu cea prezentata initial pentru sisteme de stabilizare cu reactie de la stare si referinta 0
(in sectiunea 1), dar schema bloc de implementare este cea prezentata in Figura 3.

2.3 LQR-servo. Adaugarea efectului integrator

Vom proiecta o lege de control LQR astfel incat iegirea sistemului s urmareasca un semnal de referinta r(t).

Ecuatiile de stare sunt:

x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (10)
y(t) = Cx(t) (11)

O abordare diferita pentru ca eroarea stationara sa fie zero in regim stationare este denumita LQR-servo. Se vor
introduce un set de stéari noi, z(t) pentru ca sistemul sa integreze eroarea de urmaérire:

z(t) = e(t) = x(t) —y(t) = r(t) — Cx(t) (12)

xt) | [ A 0 x(t) B 0
[ (1) }—[-c oH at) | TLo "1 )" (13)
si noile variabile de stare se noteaz X(t) = [x(t) z(t)]”. In regim stationar, z = 0, sau r =y sau r = Cx.

Comanda optima calculata pentru minimizarea functiei de performanta:
(oo}
J= / [x'Q,x + uTRyu] dt (14)
0
este o lege de comanda dupa stare data de:
x(t
YORE S SH (15)
i calculata prin procedura LQR pentru un sistem cu matricile:

A 0
SEHES

Perechea (A, B.) trebuie s fie controlabila.

o (10

Dupa ce se calculeaza matricile Ky si K, implementarea legii de control se face conform schemei bloc din Figura
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Figura 4: Schema bloc de implementare LQR servo

Studiu de caz

Selectati un proces dintre cele propuse in fisierele atasate, sau altul la alegere, din cele studiate anterior sau in
functie de interesele dumneavoastra:

e Linear - Active Mass Damper.pdf

e Linear - Linear Flexible Joint.pdf

e Rotary - 2D Flexible Link.pdf

e Rotary - Flexible Joint.pdf

Alegeti iesirea procesului ca una dintre variabilele de stare sau o combinatie liniara a variabilelor de stare,
potrivita pentru procesul ales si cu semnificatie fizica.

Implementati un regulator LQR care sa determine iesirea procesului sa urmareasca traiectoria de referinta
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Figura 5: Referinta

Etape de rezolvare si analiza

. Alegeti matricile Q si R de dimensiuni corespunzétoare, calculati matricea K, calculati N din relatia (6) si

implementati sistemul de urmaérire cu precompensare din Figura 2. Afisati pe acelasi grafic referinta si iegirea
sistemului. Observati si analizati rezultatele. Modificati matricile Q si R si incercati sa obtineti un raspuns mai
bun.

. Implementati sistemul de urmarire din Figura 3. Afisati pe acelasi grafic referinta si iegirea sistemului. Observati

si analizati rezultatele.

. Implementati sistemul de urmarire din Figura 4:

(a) Calculati matricile sistemului extins A., B, conform relatiei (16). Ultima ’coloana’ din matricea A, si
ultima ’linie’ din B, vor fi constituite din matrici de zerouri de dimensiuni corespunzatoare. Verificati
controlabilitatea sistemului extins.

(b
(c
(d
(e

Comparati rezultatele obtinute cu metodele de mai sus, comparati i comentati rezultatele.

) Alegeti matricile Q, si R, de dimensiuni corespunzitoare.

) Calculati matricea [K, K.,] cu functia Matlab lgr, apoi separati-o in K, si K.
) Implementati sistemul de urmarire din Figura 4.

)

Afisati pe acelasi grafic referinta si iegirea sistemului. Observati rezultatele.



4 LQR cu estimarea starii

4.1 Estimatorul de stare

In proiectarea LQR prezentata pana acum se presupune ca toate starile sunt disponibile pentru reactie la orice moment
de timp. Aceasta inseamna ca starile pot fi masurate cu unul sau mai multi senzori. Exista totusi situatii in care nu
toate starile pot fi masurate sau se doresgte implementarea sistemului cu un numéar minim de senzori.

Daca pentru un set de semnale de iegire sistemul este complet observabil este posibil ca starile sa fie estimate
din masuratorile disponibile ale iegirii si din intrari. In continuare se va prezenta estimarea tuturor starilor adica
proiectarea unui observator de stare care va reconstitui toate starile.

Se considera sistemul liniar: _
{ x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (17)
y(t) = Cx(t)

Daci starea estimata se noteazd X(t) si iesirea estimata este §(t), un estimator complet al sistemului (17) este dat de:

A
C

i

() Bu(t) + L) =) 18)

Termenul care implicd matricea L - matricea estimatorului - este introdus pentru a corecta starea estimata x(t) astfel
incat aceasta si tindd spre starea reald x(t) cand ¢ — co. Cu alte cuvinte, eroarea de estimare data de:

p—N—
<> Ko
—~
~
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([

e(t) = x(t) — x(t) (19)

trebuie sa tinda la 0 cand t — oo.

Un rezultat important al teoriei sistemelor este cid daca sistemul este complet observabil, matricea L poate fi
intotdeauna determinati astfel incat sa facd eroarea de estimare asimptotic stabila (Dorf and Bishop, 2011).

Schema bloc a estimatorului de stare este prezentata in Figura 6.

Figura 6: System and full-state observer, (Ogata, 2002)

Calculand derivata erorii de estimare (19) si utilizand relatiile (17) si (18), obtinem:
6=%-%=Ax+Bu— A% - Bu-L(Cx—CR) = A (x — %) - LC(x — %)

sau, dinamica erorii este descrisa de:
é(t) = (A —LC)e(t) (20)

daca toate valorile proprii ale matricii sistemului A — LC sunt localizate in semiplanul stang al planului complex, sau
sistemul (20) este asimptotic stabil.



Matricea L poate fi calculata de exemplu, prin alocarea polilor. Polii doriti ai estimatorului se aleg
[epl epy - epn] egali cu valorile proprii ale matricii sistemului care descrie dinamica erorii si rezolvand:

det(A\I — (A —LC)) = (A —ep1)( Ao —epa) -+ (A — epp)

Viteza cu care descreste eroarea de estimare este desigur determinata de polii estimatorului (eps, ..., ep,). De aceea,
acestia trebuie plasati in semiplanul stang si in general, trebuie sa fie mai 'rapizi’ decat polii sistemului. Desi exista
diferite abordari pentru alocarea polilor estimatorului, o indicatie ar putea fi: polii estimatorului se aleg aproximativ
de 5 ori mai mici (sunt negativi) decat polii dominanti ai sistemului inchis (cu reactie de la stare si regulatorul K).

Datorita pincipiului separarii, estimatorul de stare si regulatorul dupa stare se pot proiecta separat (vezi notele de
curs).

Observati similaritatea intre relatia (20) care descrie dinamica erorii de estimare si ecuatia de stare a sistemului
inchis (3) pentru problema de stabilizare din sectiunea 1.

Datorita dualititii controlabilitate/observabilitate (vezi notele de curs) matricea LT poate fi obtinuta prin aloca-
rea polilor printr-o procedura similara cu o probleméa de stabilizare pentru un sistem inchis cu matricea sistemului
(A — BK) si inlocuirile: A — AT, B — CT and K — L7T.

4.2 Implementarea estimatorului de stare

Schema bloc a unui sistem de stabilizare cu estimarea stérii este prezentat in Figura 7, (Ogata, 2002). Observati
ca legea de control u = —Kx utilizeaza starea estimata pentru reactie si nu starea reala a procesului. Modelul in
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Figura 7: Sistem de stabilizare cu estimarea starii

spatiul starilor pentru intregul sistem de control se obtine dupa cum urmeaza. Ecuatiile de stare ale procesului si
estimatorului sunt:

x(t) = Ax(t)+Bu(t)
x(t) = Ax(t) +Bu(t) + LC (x(t) — %(t))
si dacé se include legea de control u(t) = —Kx(¢), acestea devin:
x(t) = Ax(t) — BKx(t)
x(t) = Ax(t) — BKx(t) + LC (x(t) — %x(t)) = LCx(t) + (A — BK — LC)x(¢)

Ecuatiile de iegire pentru proces si estimator sunt:

y(t) = Cx(t)
y(t) = Cx(t)



Ecuatiile de stare i iegire se pot scrie in forma matriciala:
-1 0l
x(t) LC A -BK-LC| |x(t)
y(®)| _ [C 0| [x(t)
sl =[o ol k) -
4.3 Studiu de caz

Pentru sistemul descris in sectiunea 3 se propune implementarea unui sistem de stabilizare cu estimarea starii. legirea
sistemului este cea aleasa in sectiunea 3. Sistemul are conditii initiale ne-nule si trebuie adus la echilibru (starile sa
ajunga la 0 in regim stationar).

e Definiti sistemul in bucla deschisa cu matricile: A, B, C gi D = 0.
e (Calculati matricile de controlabilitate si observabilitate gi verificati ca sistemul este controlabil gi observabil.

e Proiectati matricea de reactie de la stare K. Pentru metoda de proiectare LQR, alegeti matricile Q si R si
calculati K, de exmplu cu functia Matlab Igr.

o Alegeti polii estimatorului ep;, i = 1,n. Este important ca estimatorul si nu faci sistemul inchis mai lent.
Polii estimatorului trebuie sa fie mai 'rapizi’ decat polii sistemului inchis. Alegeti de exemplu polii estimatorului
aproximativ de 5 - 10 ori mai mici (reali negativi) decét polii sistemului inchis. Dacid matricea K este calculati,
polii sistemului inchis sunt valorile proprii ale A — BK.

e Calculati matricea L a estimatorului prin alocarea polilor sau LQR. Aceasta se poate determina similar cu
calculul unei matrici de reactie dupi stare pentru un sistem cu matricile (A7, CT).

De exemplu in Matlab se poate scrie: L = place(A’, C’, [epl ep2...])’. Observati ca rezultatul functiei place
trebuie transpus.

e Conditiile initiale. In general, daca starile nu pot fi masurate, conditiile initiale pentru stari nu sunt cunoscute.
Daca nici o alta informatie nu este disponibila, valorile initiale pentru starile estimate se pot alege zero xy = 0.
Conditiile initiale pentru starile reale ale procesului nu sunt in general egale cu Xy. Estimatorul trebuie sa fie
capabil sa aduca starile estimate sa tinda spre sarile procesului cand timpul creste spre infinit, Inpecand din
orice conditii initiale.

e Implementati sistemul cu reactie dupa stare si estimator dupa schema bloc din Figura 7, in Simulink. Ca
alternativa, pentru a simula sistemul cu estimator puteti utiliza modelul in spatiul starilor pentru sistemul inchis
(21), (22) si conditiile initiale xq, Xg.

e Comparati evolutia starilor gi comenzii pentru sistemul cu estimator gi pentru un sistem de stabilizare fara
estimator.
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