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O imagine continua este reprezentata ca o functie de doua variabile independente,
f(x,y), u(x,y), v(x,y), etc.

Notatii si definitii

O imagine discreta este reprezentata ca un tablou bidimensional de numere reale,
f(i,), u(k,l), v(m,n), etc.

Simbolurile i, j, k, I, m, n sunt indici intregi ai tablourilor sau ai vectorilor
Simbolul j va nota v—1

Doua functii binecunoscute, folosite frecvent, sunt functia Dirac si functia Kronecker.
Variantele lor bi-dimensionale sunt functii cu forma separabila f(x,y)=f1(x)*f2(y):
-Functia bi-dimensionala continua Dirac delta este definita ca d(x,y) = &(x) &(y)
-Functia bi-dimensionala discreta Kroenecker delta este definita ca

o(m,n) = &(m) d(n)
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Functia Dirac delta este o functie definita pe multimea numerelor reale, ce are
valoarea zero in orice punct mai putin in origine, si care satisface

Functia Dirac

Conditiile: i B %)
5(x)=0  |d(x)=1

. 5 W ¥
= & o | i i - .|

Functia poate fi imaginata ca un varf foarte inalt si foarte ingust localizat in
origine. Functia Dirac nu trebuie considerata un varf de inaltime infinita si latime
zero, deoarece satisface urmatoarea proprietate:

+a0

jaﬁ(x)dx =@  pentru orice a constant.

— I

a+&

Proprietatea fundamental: |f("f)¢'(ﬂfh—f(m Si jf(x d(x)dx = f(0) pt. a=0, e>0

Proprietatea de deplasare:

a+e

J‘f(l)é(l aydx = f(a) si If(l)é(k aydx= f(a) pt £>0
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Functia Impuls Unitar

A 8x(X) 3(t) A
1T, A
11T,
2
ot ' > t am— >t
0TT, T, T, 0
Pulsuri de diferite latimi Functia impuls

Figura prezinté o functie puls unitar O(1) care este o functie rectangulara de
durata T, avand o amplitudine 1/T pe durata ei, astfel incat aria dreptunghiului sa

fie 1. 0, fort<0
S (t)=41/T, 0<t<T
0, fort>T

Functia Dirac poate fi definita ca limita functiei puls atunci cand durata T se

apropie de zero. 5(” _ Tlim_ rST(t'}
—0
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“li Raspunsul sistemelor la pulsuri individuale
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illi Sisteme liniare si invarianta la deplasare

- Fie f(m,n) o secventa de intrare, sig (m,n) o
secventa de iesire a unui sistem bi-dimensional
g(m,n) = H [f(m,n)]

- Sistemul este liniar daca si numai daca pentru
doua constante arbitrare a, si a, este adevarata
ecuatia:

H[a,f;(m,n)+a,f,(m,n)]=
a,H[f;(m,n)]+a,H[f,(m,n)] = a;9,(m,n) + a,g,(m,n)

- Proprietatea superpozifiei liniare
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“Ii Sisteme liniare si invarianta la deplasare

- lesirea g(m,n) a unui sistem liniar poate fi obtinuta astfel:
g(mn)=H[f(m,n)]= LZZ f(m',n"Yo(m—m',n—n )J

m'l

= ZZf(m 1 )H[c&(m —m',n—n )]
= g(m,n) = ZZf(m n'Yn(m,n;m',n")

m'

unde h(m,n,m’, n’) este raspunsul sistemului la impuls.
-Raspunsul la impuls h(m,n, m’, n’) este iesirea sistemului H
pentru locatia (m,n) , unde intrarea este o functie bi-
dimensionala Kroenecker delta centrata in (m’, n’).

- Raspunsul la impuls se numeste functia de dispersie
punctiforma (Point Spread Function, PSF), unde intrarea si
lesirea sunt valori pozitive, precum intensitatea in imagine.

Technical University of Cluj Napoca

Computer Science Department



illi Sisteme liniare si invarianta la deplasare

- Regiunea suport a unui raspuns la impuls este cea mai
mica regiune inchisa in planul (m,n) in afara careia
raspunsul este zero.
- Un sistem poate fi:
- Cu raspuns finit la impuls (FIR), daca raspunsul are o
regiune suport finita
- Cu raspuns infinit la impuls (lIR) daca raspunsul are o
regiune suport infinita.

- T
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illi Sisteme liniare si invarianta la deplasare

- Un sistem se numeste invariant spatial sau invariant la deplasare daca
o translatie a intrarii cauzeaza o deplasare corespunzatoare a iesirii.

- Pentru sisteme invariante la deplasare, h(m,n,m’, n’)=h(m-m’, n-n’)

- Forma raspunsului depinde doar de doua variabile, ce descriu
deplasarea.

- Forma raspunsului nu se modifica pe masura ce impulsul se
deplaseaza in planul (m,n).

- Pentru sisteme invariante la deplasare, iesirea este

g(m,n) = Z Zkf(m —m',n—n")f(m',

=—an ”__

Procesul se numeste convolutie a intrarii cu raspunsul la impuls.
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Convolutia
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- Operatia de convolutie este notata cu simbolul *

Convolutia

g(x,y)=h(x,y)* f(x,y) = j j h(x—x',y—y") f(x',y")dx'dy’

—00—a

00 00

g 2) =h(e, ) * f(xp) = [ [y f (=" y = ')’ dy’

—an—00

g(m,n)=h(m,n)* f(m.n)= i ih(ﬁ? —m'.,n—n")f(m'.n")

m'=—o »'=—m

g(m.n)=h(m.n)* f(m.n) = i ih(m*,ﬂ')f(m—m'.ﬂ—ﬂ')

mn ‘Z—EC M I:—Eﬂ
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illi Convolutia
- Proprietatile convolufiei
- Comutativitate frg=g%f
- Asociativitate ST =("e " h

- Distributivitate /" th =(*g +{F*h
- Element neutru (identitate) f*5=06*f=f
- Asociativitate la inmultirea cu un scalar

a(f *g) = (af) * g=f *(ag)

- Regula de derivare D(f *g)=Df *g=f"Dg
- Teorema convolutiei F(f *g) = kF(f)F(g)
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Convolutia

- Raspunsuri la impuls pentru sisteme conectate in serie si

paralel

Cascade systems:

ult)*h (1)

(u(t)*hy()*h 41)

ut) —> AU LT T b)) —> -

Equivalent system:

u(®)* h9°h ) )

ut) —>  ht)* hgtl

—> ) bhh g )

Parallel systems:

ut)——>

—>

hyt)
\*,-x_ u(tyhft) + u(th &

~uttr (gt +h )
hAt) /i

Equivalent system:

uft) ——»

hf‘ﬂ+h.[:{;b

—> ult)*(hit) + h 1)
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Convolutia

‘I\nmge origin

B s=1 =1
- A
/}\ g(x:y):ZZW(S,ZL)]F(JC-I—Sjy—kt)
i Fiter fnas ‘ s=—1r=—1
A f
Imgc.,.-m_.,f j i N
! /

w(—L-1] wi-1.0y | w(-11)

wil,—1) w (0,0} (0,1} /

wil,—1) w(1,0) wil,1)

Filter coefficients

flx=Ly=1) flx—1Ly) |[fix=DLy+1)

Fle,y— 1) filx, ¥) Fle.y +1)

flix+Ly—1) fix+Lly) [fix+Ly+1)

Pixels of image
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Convolutia

X +y”
Gap(x. 1 0) = 7oy € 377

-~

7| 26 41| 26

Aproximare discreta a unui nucleu 2D Gaussian, cu 6=1.0
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Transformata Fourier

L

Transformata Fourier converteste datele imagine aranjate spatial f(x,y)
intr-o reprezentare in spatiul de frecvente F(u,v). Ambele reprezentari
contin aceeasi informatie, dar fiecare reprezentare are propriile avantaje
si dezavantaje.

Domeniu spatial

+ Reprezentare intuitiva a datelor imagine

+ Filtrarea se aplica direct pe datele spatiale
-Filtrarea cu nuclee mari ia mult timp.

Domeniul frecvential

-Reprezentare non-intuitiva a imaginii

+Filtrarea cu nuclee mari poate fi facuta mai rapid

-Imaginea si nucleul de convolutie trebuie convertite in spatiul de
frecvente, si rezultatul filtrarii trebuie apoi re-convertit in domeniul spatial
+ Proiectarea nucleelor de convolutie este mai usoara.
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Transformata Fourier

L

Imaginea
- un aranjament spatial al nivelelor de gri
-se poate considera o functie de coordonate discrete in plan

Functia imagine poate fi descompusa in functii ortogonale numite functii

baza
-Cand functiile baza sunt combinate liniar, functia originala poate fi

reconstruita
- Functiile baza pentru transformata Fourier sunt sinusoidele

- Se poate scrie

fix.v) => Weighted basis functions
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Transformata Fourier

Transformata Fourier a unei functii complexe f(x):
F(u)=F[f(x)]= j_i £(x) exp(— j2mux)dx
F)=F [ £(x)] = f F(x)(cos 2mux — jsin 27ux)dx

Transformata inversa a lui F(u):

F)=F "[Fa]= |

£ =F "[F@)=

Pentru cazul 2D:

F(u. v)iF [f(x.»)]= I:

Wa (u) exp(j2mix)du

_m F(u)(cos 2mux + jsm 2mux)du

f f(x, v)exp(—j2a(ux + vy))dxdy

f(x.p) - F[F(u.v)] = ED Ej F(u,v)exp( j2a(ux + vy))dudv
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“li Transformata Fourier
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Transformata Fourier

L

Transformata Fourier a unei functii 2D de tip dreptunghi

[} (b)

Technical University of Cluj Napoca

Computer Science Department



Transformata Fourier Discreta

L

Transformata Fourier Discreta (DFT) directa:

1 M-1N-1

Z Z f(x, y)exp[— 2a(ux/ M +vy/ N)]
MN 335

w=01,..,M-1,v=0,1,... N-I)

A
F(u,v)=

Transformata Fourier Discreta inversa

AM-IN-1

f(x,v)= Z Z F(u.v) exp[ 72m(ux/ M +vy/N )]

u=0 v=0

(x=0,1,.., M1 y=0,1,... N-I)
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Proprietatile transformatei Fourier

L

Frecvente spatiale: daca f(x,y) este luminozitatea iar x,y sunt
coordonatele spatiale ale imaginii, atunci u, v sunt
frecventele spatiale, reprezentand viteza de schimbare a
luminozitatii cu distanta. Frecventele u, v se masoara in
inversul unitatilor de distanta.

Unicitate: pentru functii continue, f(x,y) si F(u,v) sunt unice
una fata de cealalta.

Separabilitate: transformata Fourier este separabila, astfel
ca o transformata Fourier 2D poate fi realizata prin doua
transformari 1D de-a lungul celor doua axe de coordonate.
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Proprietatile transformatei Fourier

1 N-1 W

N-— '1'
> T ferpe

|
F(u.v) = N
x=0

vy

N-1 _i2n(y |
> f(x,y)e TN =F(x.v)
y=0

N-1 X

| 2=
F(u,v) = ¥ e 2 }F (x.v)
=0
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Proprietatile transformatei Fourier

L

Liniaritate: transformata Fourier este o operatie liniara, astfel ca
transformata sumei a doua functii este suma transformatelor
Fourier individuale:

F{af(xy)tbg(xy)} =aF(uv)tbG(u,v)

Conjugata complexa:
F{T(xy)} =F(=u.-v)
Direct si invers:
F{F(uv)} =7 (=x,-y)
F{F (xy)} = F(=uv)

Transformata directa si inversa difera doar prin semnul
argumentelor.
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Scalare:

Proprietatile transformatei Fourier

f(a*x) <--> (1/|a]) * F(u/a)

Daca functia devine mai lata in directia x, frecventa ei devine mai mica in
aceasta directie, si viceversa.

Deplasament temporal (translatie in domeniul spatial)

_j2n( X1
f(x—x0.v—vo)=———>F(u.v)e’ =~ N~

Cand se deplaseaza timpul, transformata Fourier se multiplica cu functia
exponentiala a unui numar imaginar, astfel ca nu se modifica
amplitudinea ci doar faza.

Deplasamentul in frecventa: complementul transformarii temporale
f(x_,y)exp[—jZH(HDxf’ N+v,y/ N)] < -- > F(u-ugy, v-vy)
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Proprietatile transformatei Fourier

L

Derivate: transformata Fourier a derivatei unei functii este:
F{df(x)/dx} =j2muF(u)

lar derivata a doua este:
F {d? f (x)/dx2} = —=(2 mu)2F(u)

F {df (x, y)/dx = j2mTuF(u, v)
F{df(x, yydy} =j2mvF(u, v)

F {Af (x, y)} = —(2 m w)?F(u, v) where wi=u?+v?
Teorema convolufiei: o(x.y)=h(x.y) (x.y) Guv)=Huv)F(u.v)

Conservarea produsului scalar: produsul scalar a doua functii este egal
cu produsul scalar al transformatelor lor Fourier. De aici se obtine
formula conservarii energiei (Parseval):

Ji ED ‘f (x, )| dxdy = Ji J‘_i ‘F (u, v)‘zdudv
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Proprietatile transformatei Fourier

L

Coeficientii Fourier sunt in general numere complexe, avand parte reala
si imaginara:

F(u,v)=R(u,v) + jl(u,v)

O reprezentare echivalenta este sub forma de magnitudine si unghi de

faza: _ |
F(u,v)=|F(u,v) e?wy

=sqrt(R(u,v)°+1(u,v)”

Spectru Fourier: | F(11,v)
Unghiul de faza:  @(u,v)=tan(I(u,v)/R(u,v)

Spectrul de putere: | F(u,v)|?=R(u,v)*+I(u,v)°=P(u,v)
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Proprietatile transformatei Fourier

L

Transformata DFT pe o imagine NxN este ciclica, de perioada N, in
ambele direcitii:

F(u+nN, | +mN)=F(u,v)

Calculul transformatei ne da valoarea F(0,0) in coltul stanga sus. Putem
deplasa F(u,v) pentru a plasa F(0,0) in centrul imaginii. Pentru acest
lucru, se aplica o translatie in domeniul de frecventa, cu uy,=N/2, si
VOZN/Z. N N
7'T+T.T
ejlrr( TN ) — 7 +Y) — (_l)rﬂ'

S yN=1Y™ < — = F(u— N/2,v— N/2)

Pentru afisarea |F(u,v)| se obisnuieste sa se scaleze rezultatul:
D(u,v)=c log (1 + [F(u,v)|)
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Proprietatile transformatei Fourier

L
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Proprietatile transformatei Fourier
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“Ii Proprietatile transformatei Fourier

Direct Fourler Transform

37

M
W

Original log(1+[F(u.v)|)
Invers Fourier Transform

Eliminarea informatiei de faza  Eliminarea informatiei de magnitudine

Technical University of Cluj Napoca

Computer Science Department



Proprietatile transformatei Fourier

L
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Proprietatile transformatei Fourier

£ F 7 r
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illi Proprietatile transformatei Fourier
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“li Filtrarea folosind transformata Fourier

1. Se converteste imaginea spatiala in domeniul de frecventa, folosind
Transformata Fourier

2. Se modifica frecventele folosind un filtru in domeniul frecvential

3. Se converteste imaginea rezultat inapoi in domeniul spatial.

exp g(x,y)

Technical University of Cluj Napoca

Computer Science Department



