Curs 10

4. Statica sistemelor de corpuri
4.1 Legaturile sistemelor de corpuri

Tn cazul sistemelor de corpuri avem doua tipuri de legaturi:

- legaturi exterioare care leaga sistemul de corpuri de corpurile de reazem,

care sunt considerate fixe si nu fac parte din sistemul de corpuri dat.

Acestea sunt de tip reazem simplu, articulatie sferica sau cilindrica si
incastrare spatiala sau plana. Legaturile exterioare pot fi lucii sau aspre, iar

lor le corespund forte de legatura (reactiuni) exterioare.

- legaturi interioare care sunt legaturi intre corpurile sistemului. Acestea sunt
de tip reazem simplu sau articulatie sferica sau cilindrica. Ele pot fi lucii sau
aspre. Daca doua corpuri sunt incastrate intre ele, atunci ele se pot considera

un singur corp.

Legaturilor interioare le corespund forte de legatura (reactiuni) interioare.
Acestea sunt perechi de forte egale si direct opuse J_Q)ij =-R
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Legaturi exterioare

Figura 1 - Legaturiintr-un sistem de corpuri
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4.2 Grade de libertate
Un sistem de corpuri are m grade de libertate. Daca echilibrul sistemului se
stabileste Tn spatiu atunci:

m=6C—(l; +1,), (1)
iar daca echilibrul sistemului se stabileste in plan, atunci:
m=3C—(;+1,), (2)

in care C este reprezinta numarul de corpuri din sistem,

[; reprezinta numarul gradelor de libertate suprimate de legaturile
interioare,

[, reprezintda numadrul gradelor de libertate suprimate de legaturile
exterioare.

Daca m=0, sistemul de corpuri nu mai are grade de libertate, el este fixat cu
numarul minim de legaturi si se numeste static determinat.

Daca m>0, sistemul de corpuri mai are grade de libertate, el nu este fixat si
se numeste mecanism.

Daca m<0, sistemul de corpuri nu mai are grade de libertate, el este fixat cu
un numar mai mare de legaturi decat cel minim si se numeste static
nedeterminat. Aceste sisteme nu fac obiectul studiului mecanicii.

4.3 Problema fundamentala a staticii sistemelor de corpuri:

Problema fundamentala a staticii sistemelor de corpuri este urmatoarea:
Se da sistemul de corpuri, sistemul de forte care actioneaza pe el si legaturile la
care este supus. Se cere:

a) daca m>0, sa se determine parametri care determina pozitia (pozitiile) sa de

echilibru si reactiunile legaturilor,

b) daca m=0, sa se determine reactiunile legaturilor. Pozitia de echilibru a

sistemului este data de legaturi si nu depinde de fortele exterioare.



Rezolvarea problemei fundamentale a staticii CSR legat

4.4. Metode de rezolvare ale problemei fundamentale a staticii sistemelor de
corpuri

Toate metodele de rezolvare enuntate mai jos se bazeaza pe teorema echilibrului
partilor.

4.4.1 Teorema echilibrului partilor

Daca un sistem material este in echilibru , atunci orice parte a sa este in echilibru,
sub actiunea fortelor exterioare si a reactiunilor exterioare si interioare aferente ei.

4.4.2. Metoda izolarii corpurilor

Tn aceastd metodd se considerd ca parte fiecare corp din sistem. Astfel, conform
teoremei echilibrului partilor daca sistemul de corpuri este in echilibru , atunci
fiecare corp din sistem este in echilibru, sub actiunea fortelor exterioare si a
reactiunilor exterioare si interioare aferente lui.

Se izoleaza fiecare corp al sistemului, se introduc fortele exterioare si reactiunile
exterioare si interioare.

Se aplica teorema fundamentala staticii si se scriu ecuatiile scalare de echilibru.
Astfel , pentru fiecare corp se scriu 6 ecuatii de echilibru in spatiu sau 3 ecuatii de
echilibru in plan.

Se obtine un sistem de 6C ecuatii de echilibru in spatiu cu 6C necunoscute sau 3C
ecuatii de echilibru in plan cu 3C necunoscute.

Se rezolva sistemul de ecuatii si se afla necunoscutele problemei.
4.4.3. Metoda solidificarii sau a echilibrului intregului sistem

Tn aceasta metodd se considerd ca parte, intreg sistemul de corpuri care se
elibereaza numai de legaturile exterioare.

Se aplica teorema fundamentala staticii si se scriu ecuatiile scalare de echilibru.
Astfel, se scriu 6 ecuatii de echilibru in spatiu sau 3 ecuatii de echilibru in plan.

Se obtine un sistem de 6 ecuatii de echilibru n spatiu, sau 3 ecuatii de echilibru in
plan. Numarul de necunoscute este mai mare decat numarul ecuatiilor de echilibru,
de aceea aceasta metoda trebuie combinata cu metoda izolarii corpurilor.



Se rezolva sistemul de ecuatii si se afla necunoscutele problemei.
4.4.4. Metoda echilibrului partilor

Tn aceastd metod3 sistemul de corpuri se imparte in parti formate din unul sau mai
multe corpuri. Se aplica teorema fundamentala staticii si se scriu ecuatiile scalare
de echilibru pentru fiecare parte. Astfel, se scriu 6P ecuatii de echilibru in spatiu
sau 3P ecuatii de echilibru in plan. P este numarul de parti in care s-a impartit
sistemul.

Se obtine un sistem de 6P ecuatii de echilibru in spatiu, sau 3P ecuatii de echilibru
in plan.

Modul de alegere al partilor trebuie astfel facut incat din anumite ecuatii sa se
determine anumite necunoscute, care sa fie folosite in ecuatiile de echilibru ale
celorlalte parti.



4.5 Exemple de calcul

4.5.1 Metoda izolarii corpurilor

Pentru sistemul de corpuri (cadru cu trei articulatii) din figura se cere sa se
determine valorile fortelor de legatura interioare si exterioare.
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Sistemul de corpuri este format din 2 corpuri: AC si BC. in punctele A, B si C avem
articulatii plane. in fiecare articulatie avem 2 leg&turi simple (penduli), rezultand o
structura static determinata — numarul gradelor de libertate este zero.

m=3-2-(2-24+2)=0

Se izoleaza corpurile; se elibereaza de legaturi (interioare si exterioare) si se
figureaza fortele de legatura (reactiunile) din legaturi. Sensul acestor forte nu este
obligatoriu sa-l figuram in sensul real de actiune al reactiunii; putem sa stabilim un
sens arbitrar pentru fiecare reactiune, iar dupa rezolvarea numerica a sistemului
de ecuatii o sa rezulte sensul real (daca valoarea unei reactiuni o sa aiba semnul “+”



inseamna ca sensul real al reactiunii este cel figurat de noi in prima faza; daca
rezultatul numeric este negativ, inseamna ca sensul real este invers, dar valoarea
numerica, in modul, este corecta).

Observatie!

Atentie la sensul reactiunilor din legaturile interioare. Ele actioneazd intotdeauna
pe AMBELE corpuri, dar in sens opus — dacd “unificdm” corpurile la loc si ajungem
la configuratia initiald, aceste forte de legaturad trebuie sa se anuleze reciproc una
pe cealalta.

Ecuatiile de echilibru pentru primul corp (AC) sunt:
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ZFx_O _HA_HC=O
VA_R+VC=O
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lar pentru al doilea corp (BC) sunt:



( F_
x Hc+HB_P=O
—Ve+Vy =0
<ZFy=O<:> ¢ 7B l

kZMB_

Acest sistem de ecuatii de echilibru se cupleaza si se rezolva. Avem 6 ecuatii cu 6
necunoscute, deci d.p.d.v. matematic problema este rezolvabila.

(_HA_HC=0
VA_R+VC=O

Am-r i iy timn=0
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HC + HB —P=0

—V +Vy=0

| —He h+Veo—M;+P-
Daca se decupleaza cele doua ecuatii de suma de momente in raport cu punctele
A respectiv B, rezolvarea intregului sistem de 6 ecuatii se reduce la un sistem de 2

ecuatii cu 2 necunoscute (H., V), iar dupa determinarea lor se determina valorile
celorlalte reactiuni (fiecare ecuatie se reduce la o ecuatie de gradul I).

Observatie!

Ecuatia de suma de momente se poate scrie in raport cu ORICE punct — am ales
punctele A si B pentru a simplifica rezolvarea numerica a sistemului de ecuatii.



4.5.2 Metoda solidificarii sau a echilibrului intregului sistem

Pentru aplicatia anterioara se cer DOAR fortele de legatura exterioare. Metoda
solidificarii nu ne permite determinarea valorilor reactiunilor interioare ale
sistemului de corpuri.
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Astfel , articulatia intermediara din punctul C dispare, astfel ca avem un singur
corp.

Datorita particularitatii problemei (reazemele A si B sunt pe aceeasi linie
orizontala) se pot determina fortele de legatura (reactiunile), insa doar cele
VERTICALE. Daca reazemele sunt decalate, metoda nu este aplicabila pentru
determinarea reactiunilor exterioare sistemului.
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Numarul gradelor de libertate:
m=3C—(;+1,)
m=3-1-2+2)=-1=
structura static nedeterminata

Ecuatiile de echilibru sunt:

.
z F,=0 —H, + Hg — P = 0 (ecuatie nefolositoare)
Vy+Vg—R=0
IV 5 =00 o v D
Mi+R-|—-4+=]—M P-—=0
D My =0 1+ R (343) M P

Putem concluziona ca doar ultimele doua ecuatii ne conduc la determinarea
valorilor reactiunilor verticale. Celelalte reactiuni (cele orizontale) nu se pot
determina utilizand doar metoda solidificarii. Se poate observa, de la inceput, ca
avem un sistem format din 3 ecuatii cu 4 necunoscute.

Daca reazemele A si B sunt decalate nu se mai pot determina nici reactiunile
verticale.

Tn unele cazuri este avantajos sa utilizam ambele metode, succesiv, pentru a
determina valorile reactiunilor (interioare sau/si exterioare).
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4.5.3 Metoda echilibrului partilor

Pentru sistemul de corpuri din figura se cere sa determine reactiunea din reazemul
E.
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Daca am folosi metoda izolarii corpurilor o sa ne rezulte un sistem de 9 ecuatiicu 9
necunoscute.

Daca consideram corpul DE este in echilibru fata de celelalte corpuri, sub actiunea
fortelor exterioare si a celor de legatura (interioare si exterioare), atunci putem
scrie o singura ecuatie de echilibru pe structura pentru a determina valoarea
reactiunii din punctul E (reazem simplu):
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Din ultima ecuatie se poate determina direct valoarea lui V.
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