Curs 4
Reducerea sistemelor particulare de forte (vectori)

Sistemele particulare de forte (vectori), sunt acele sisteme in care fortele ocupa
pozitii particulare in spatiu. In aceasta categorie intra: fortele concurente,
coplanare, paralele, distribuite.

Aceste sisteme se reduc la un torsor ai carui vectori
e — —> =
R si M, sunt perpendiculari M, L R si se incadreazd in cazul 2 de reducere a

sistemelor de forte la care R #0, J=0.

in raport cu punctele axei centrale aceste sisteme de forte se reduc la R #
— —

K
0si M,,;,, = 0 , adica la o rezultanta unica.

1. Reducerea sistemelor de forte concurente.

Fortele concurente sunt acele forte reprezentate prin vectori a caror drepte suport
se intersecteaza intr-un punct din spatiu. Consideram punctul de concurenta O,
care se alege drept punct (pol) de reducere. Deoarece suportul fiecarei forte trece
prin O, momentul ei in raport cu punctul O este nul.
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Figura 1 — Sistem de forte concurente



1.1 Expresia vectoriala a torsorului de reducere

Reducand acest sistem de forte in punctul O avem:

R=)F,;, M,=0 (1)
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Reducand acest sistem de forte in alt punct din spatiu O’, avem:

n

ﬁ:Zf: M, =7, xR (2)
=1

Tn care

M, LR

Vectorul MO, s-a obtinut prin aplicarea teoremei lui Varignon sistemului de forte
dat conform relatiei (2).

1.2 Expresia analitica a torsorului de reducere

Daca expresiile analitice ale vectorilor din relatiile (1) sunt:

F; = Fil + Fiyj + Fi k (3)

Atunci

R =RJ+R,j+Rk
n n n

Re= FuRy=) FyRy= Y Fy (&)
i=1 i=1 i=1

IR| = \/R,ZC +RZ+RZ (5)

1.3 Axa centrala a sistemului de forte

Axa centrala a sistemului de forte dat, trece si ea prin punctul O si este dreapta

suport a vectorului rezultant R.

Ecuatiile axei centrale sunt:



—_— = — 6
R, R, R, (6)

Tn concluzie sistemele de forte concurente se reduc in puncte din spatiu, care nu
apartin axei centrale, la un torsor format din doi vectori: un vector rezultant R siun
vector moment rezultant M perpendiculari, iar in puncte din spatiu, care apartin
axei centrale la un vector unic si anume vectorul rezultant R.



2. Reducerea sistemelor de forte coplanare.

Fortele coplanare sunt acele forte reprezentate prin vectori a caror drepte suport
apartin aceluiasi plan din spatiu 7.
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Figura 2 — Sistem de forte coplanare

Fiind dat un sistem de forte (vectori) coplanare {ﬁi},i = 1,n, se cere sa se
efectueze reducerea acestui sistem de forte.

2.1 Expresia vectoriala a torsorului de reducere

Reducand acest sistem de forte in punctul O ce apartine planului fortelor, obtinem
torsorul de reducere:
n

F . My= ) #xE, ()

n
i=1 i=1
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in care vectorul R apartine planului it , iar vectorul M, este perpendicular pe planul
m astfel incat cei doi vectori ai torsorului de reducere sunt perpendiculari

M, LR.



2.2 Expresia analitica a torsorului de reducere
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Figura 3 — Sistem de forte coplanare — planul xOy

Daca alegem planul @ , planul xOy, atunci expresiile analitice ale vectorilor din
relatiile (1) sunt:

. n 7 j’ E n
M, = Mozk = z Tix Tiy 0f = z(rlely rlyFlZ)k
=1 Fix Fiy 0 =1
Atunci:
n n
Rx:ZFix» RyzzFiy, 9)
i=1 i=1

R| = JRZ+RZ, |M,| = M,, = +F, - d; (10)

In care F; sunt modulele vectorilor forte, iar d; sunt bratele acestor forte in raport
cu axa Oz, care trece prin punctul O. Daca fortele din plan rotesc planul in sens orar



atunci semnul momentului se considera - , iar in caz contrar +; sau daca forta
,roteste” axa Ox ,peste” axa Oy atunci momentul este pozitiv, altfel e negativ
(,roteste” axa Oy ,peste” axa Ox).

2.3 Axa centrala a sistemului de forte

Axa centrala a sistemului de forte dat, apartine si ea planului i si este paralela cu
dreapta suport a vectorului rezultant R.

Aplicand teorema lui Varignon acestui sistem de forte rezulta:

—

_ I A B
M,=7xR= |x y O0|=(xR,—yR)k (11)
R, R, 0

Obtinem astfel ecuatia axei centrale pentru sistemele de forte coplanare:
x'Ry_y'Rx = M,, (12)

Tn raport cu punctele axei centrale momentul rezultant este nul , sistemul
reducand-se astfel la un vector unic (rezultanta R).

In_concluzie sistemele de forte coplanare se reduc in puncte din planul fortelor,
care nu apartin axei centrale la un torsor format din doi vectori: un vector rezultant
ce apartine planului fortelor si un vector moment rezultant, perpendicular pe
planul fortelor, iar in puncte din plan, care apartin axei centrale la un vector unic si

5
anume vectorul rezultant R .



3. Reducerea sistemelor de forte paralele.

Fortele paralele sunt acele forte reprezentate prin vectori a caror drepte suport
sunt paralele cu o directie fixa din spatiu.
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Figura 4 — Sistem de forte paralele

Fiind dat un sistem de forte (vectori) paralele {ﬁi}, i = 1,n, se cere sa se efectueze
reducerea acestui sistem de forte.

3.1 Expresia vectoriala a torsorului de reducere

Reducand acest sistem de forte in punctul O din spatiu, obtinem torsorul de
reducere:

n n
R=)F M,=) iixE (13)
i=1 i=1

Tn care vectorul R este paralel cu directia comuna a fortelor , iar vectorul M, este
continut intr-un plan perpendicular pe directia comuna a fortelor, astfel incat cei

doi vectori ai torsorului de reducere sunt perpendiculari M, L R.

3.2 Expresia analitica a torsorului de reducere

Daca alegem axa Oz directia comuna a fortelor, atunci expresiile analitice ale
vectorilor din relatiile (1) sunt:



== FiZE == FLI_C)
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= Tixi) + Tiyj + riZE (14)

R =R,k
n _’ _’ —> n
Mo =) | ny e Z(nyF) =) (k) T = Moy T+ Moy
i=1] 0 F; i=1

Atunci :

n
Y

=1

n
|[R| =R, =R M,, = Zrini, M,y = —
i=1

n care F; sunt modulele vectorilor forte.
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rixFi, |]\7io|: /ng"l'Moy (15)
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3.3 Axa centrala a sistemului de forte

Axa centrala a sistemului de forte dat, este si ea este paralela cu directia comuna a

fortelor si a vectorului rezultant R.

Aplicand teorema lui Varignon acestui sistem de forte obtinem:
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L |t Tk N N
M,=1XR= |y y =z =My - U+ My - J (16)
0O 0 R

Obtinem astfel ecuatiile axei centrale pentru sistemele de forte paralele, ca
intersectie a doua plane:

Moy Mox
, = 17
P Y= (17)

Tn raport cu punctele axei centrale momentul rezultant este nul , sistemul
reducand-se astfel la un vector unic.

X = —

In_concluzie sistemele de forte paralele se reduc in puncte din spatiu, care nu
apartin axei centrale la un torsor format din doi vectori: un vector rezultant care



are directia fortelor si un vector moment rezultant situat intr-un plan perpendicular
pe directia fortelor, iar in puncte din spatiu, care apartin axei centrale, la un vector

I
unic si anume vectorul rezultant R , paralel cu fortele.

3.4 Forte paralele legate.

Fortele paralele legate sunt un caz particular al fortelor paralele. Daca fortele
paralele au punctele de aplicatie fixe in spatiu, atunci vectorii sistemului sunt
vectori legati. Vectorul rezultant este si el un vector legat, iar punctul lui de aplicatie
se numeste centrul fortelor paralele legate (CFPL).
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Figura 5 — Sistem de forte paralele legate

Pentru determinarea pozitiei CFPL aplicam sistemului de forte teorema lui
Varignon:

S

AxR= ) ## xE (18)

=1
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In care 7. este vectorul de pozitie al CFPL in sistemul de referinta ales, R, este
-

-
vectorul rezultant al sistemului de forte, F,, reprezinta fortele din sistem, iar 73, sunt
vectorii de pozitie ai fortelor din sistem in sistemul de referinta ales.

Daca

ﬁl=Fil_€
n n

R =RE=ZFi E=<2Fi>ﬁ (19)
i=1 i=1

Tnlocuind relatiile (19) in relatia (18) avem:

n
R-FCXE=<zFi-Fi>xE (20)
i=1
n
R-FC=<ZFi-ﬁ-)
i=1

n 4

T F o7
FC — l—lRl 4 (21)

Daca avem sistem de forte paralele legate in spatiu (xOyz):
Fo=x, T+y.-J+z.-k

F=x; - T+y, - J+z -k

Atunci coordonatele CFPL vor fi:

n n n
_2i= Fix _ di=1 Fiyi i1 Fiz
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