Curs 5

5.Sisteme de forte (vectori) distribuite

Fortele distribuite sunt acele forte (vectori) care sunt aplicate in fiecare punct al
unui domeniu. Acest domeniu poate fi o linie, o suprafata sau un volum.

Ele sunt cele mai intalnite sisteme de forte din domeniul constructiilor.
5.1 Forte distribuite pe o curba

Fiind data o curba (C) in spatiu de ecuatie:

x = x(u)
y =y
z = z(u)

in care u este un parametru variabil.

=

p() =p(w) =p(s) =p(x,y,2)

Figura 1 — Forte distribuite pe o curba in spatiu



Pe aceastd curba se afld un sistem de forte distribuite p(¥*) = p(u) = p(s) =
p(x,y,z). Se cere sa se reduca acest sistem de forte in punctul O din spatiu.

5.1.1 Expresia vectoriala a torsorului de reducere

Torsorul din punctul O se determina cu relatiile:

R= f p (s)ds

c
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Mozjfxﬁ(s)ds=j x y z|ds
Cc ¢ Px py Pz

in care

ﬁ(S) = px(u) T+ py(u) 'j"' pz(u) : E

5.1.2 Expresia analitica a torsorului de reducere

R =RJ+R,j+Rk

szfpxds, Ryszyds, Rzzfpzds
c C C

ds = \](x’(u))z + (y’(u))2 + (Z’(u))2 du

My = Mo, @+ Myyj + M,k



M,y = fC (ypz - Zpy)dS» Moy = fC (pr - sz)dS, M,, = fC (xpy - ypx)ds,

5.2 Forte distribuite pe o suprafata

Fiind data o suprafata (S) in spatiu de ecuatie:

x = x(u,v)
y=yuv)
z =2z(u,v)

in care u, v sunt parametrii variabili.
p(¥) =pwv) =p(xy,2)
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Figura 2 — Forte distribuite pe o suprafata

Pe aceastd suprafatd se afld un sistem de forte distribuite p(¥) = p(u,v) =
p(x,y,z). Se cere sa se reduca acest sistem de forte in punctul O din spatiu.

5.2.1 Expresia vectoriala a torsorului de reducere




Torsorul din punctul O se determina cu relatiile:
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py Dz
in care
B(s) = pe(w,v) - T+ p, (W, v) -+ pr(w,v) - k

x-T+y-J+z-k

=y
I

5.2.2 Expresia analitica a torsorului de reducere

R =RJ+R,j+Rk

=ﬂpxd5, Rszfpde, RzzﬂpzdS
S S S

=+VEG — F2dudv
E=x,+y,+2z,, G=x,+y,+2z,, F=x,x,+ v,y + 2,2,
My = My + Mgy ] + Mo,k

M,y = ﬂ:g (ypz - Zpy)dS, Moy = ffs (pr - xpz)dS' Mo, = ffS (xpy B
—yPy)dS

5.3 Forte distribuite pe un volum

Pe volumul (V) se afl3 un sistem de forte distribuite p = p(7) = p(x, y, z). Se cere
sa se reduca acest sistem de forte in punctul O din spatiu.



5.3.1 Expresia vectoriala a torsorului de reducere

Torsorul din punctul O se determina cu relatiile:
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in care
r=x-1+y-j+z-k

ﬁ = px(x,y,z) -T+py(u,x,y,z) ‘j)‘l‘pz(X,y,Z) ’ E

5.3.2 Expresia analitica a torsorului de reducere

R =RJ+R,j+Rk

=]ﬂpxdv, wapydv, Rzzwpzdv

dV = dxdydz

x = fffv (ypz - Zpy)dV» Moy = fffy (pr - xpz)dSrMoz = fffv (xpy -
~yPx)dV

5.4 Forte distribuite pe un segment de dreapta de lungime [

Se da segmentul de dreapta OA de lungime [ pe care se afla un sistem de forte
distribuite p(x). Functia de distribuire a fortelor se considera cunoscuta.

N
Se cere sa se determine valoarea vectorului rezultant R, si a pozitiei lui prin abscisa
Xc.

Reducem acest sistem de forte in punctul O:
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Figura 3 — Forte distribuite pe o dreapta
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R=|px)dx
/
l

M0=jx-p(x)dx

0

Aplicand teorema lui Varignon :

xC'R=M0

Xe = —

R

5.4 Cazuri particulare:

5.4.1. p(x) = p = constant - forte uniform distribuite
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Figura 4 — Forte uniform distribuite
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Figura 5 — Forte liniar distribuite



b= 2
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5.4.3.p(x) = x? L _  forte parabolic distribuite
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Figura 6 — Forte parabolic distribuite
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5.4.4. p(x) = p—ng - forte parabolice complementar distribuite fatd de

12
precedentele in raport cu cele uniform distribuite
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Figura 7 — Forte parabolic complementar distribuite



Echivalenta cu zero a sistemelor de forte (vectori)

Sistemele de forte echivalente cu zero, sau in echilibru, sunt acelea care nu au nici
un efect mecanic cand sunt aplicate sistemelor materiale. Ele apartin cazului 3b de
reducere conform capitolului “Cazuri de reducere a sistemelor de forte”.

Un sistem de forte fiind echivalent cu torsorul sau, rezulta faptul ca un sistem de
forte este echivalent cu 0 daca are torsorul de reducere nul.

Se demonstreaza ca daca, un sistem de forte are torsorul nul intr-un punct din
spatiu, atunci el are torsorul nul in toate punctele din spatiu.

- —

R=0 M,=0 (1)

Tn punctul O’ torsorul sistemului de forte va fi:

-

R=0, My,=M,+00xR =0

Relatiile (1) reprezinta conditiile vectoriale de echivalenta cu 0 a sistemelor de forte
si sunt valabile pentru toate sistemele de forte.

1. Forte generale sau oarecare

Pentru fortele generale sunt valabile relatiile (1). Daca cu originea in punctul O
alegem un reper cartezian triortogonal, proiectand relatiile (1) pe cele trei axe
avem:

R, =0 M,, =0
Ry =0 Moy =0 (2)
R, =0 M,, =0

Relatiile (2) reprezinta ecuatiile scalare de echilibru pentru fortele generale.

O alta conditie de echivalenta cu 0 a sistemelor generale de forte este ca
momentele sistemului de forte in raport cu 3 puncte necoliniare din spatiu sa fie
nule.

Mlzﬁ, M2=6,M3=6



Tot pentru sistemele de forte generale, sunt valabile si ecuatiile scalare de
echilibru:

MA1=O
MA2=0
MA6=O

in care Aj,A;  Ag sunt 6 axe necoplanare. Ele pot fi muchiile unui tetraedru
oarecare.

2. Forte concurente intr-un punct O din spatiu

-

R=0 (3)

Proiectand relatiile (1) pe cele trei axe avem:

R, =0
Ry, =0 (4)
R, =0

Relatiile (4) reprezinta ecuatiile scalare de echilibru pentru fortele concurente.

3. Forte coplanare

Daca planul xOy este planul fortelor, proiectand relatiile (5) pe cele trei axe avem:

R, =0
Ry, =0 (6)
M,, =0

Relatiile (6) reprezinta ecuatiile scalare de echilibru pentru fortele coplanare.

O alta conditie de echivalenta cu 0 a sistemelor coplanare de forte este ca
momentele sistemului de forte in raport cu 3 puncte necoliniare din planul fortelor
sa fie nule.



M1=6, Mzz(_)),ﬁ?,:(—))

Tot pentru sistemele de forte coplanare, sunt valabile si urmatoarele ecuatii scalare
de echilibru:

(My=0
MB:()

n
Izin =0
\&

in care A si B sunt douad puncte din planul fortelor, iar dreapta AB nu este
perpendiculara pe axa Ox.

4. Forte paralele

Daca axa Oz este directia comuna a fortelor, proiectand relatiile (5) pe cele trei axe
avem:

R,=0

Moy =0 (8)

M,, =0

Relatiile (8) reprezinta ecuatiile scalare de echilibru pentru fortele paralele.



