Curs?7

Centrul de masa al continuului material

Continuul material este un sistem material in care masa este infinit divizibila, spre
deosebire de sistemul de puncte materiale care este divizibil pana la nivelul
punctului material. Consideram un punct A apartinand sistemului, caruia 1i asociem
masa dm. Masa totala a continuului material este:
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Adm (F)

z ‘ /
(X¢) Yer 2c)
{' (D)

"<

»
Figura 1 — Continuu material
1. Momente statice.

Consideram un continuu material (D),momentul static al sdu este

S, = j fdm  (2)
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Teorema momentelor statice se scrie In acest caz:



fD rdm = M7. (3)
2. Determinarea pozitiei centrului de masa

Din relatia (3) rezulta vectorul de pozitie al centrului de masa:
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Daca in sistemul de referinta ales scriem expresiile analitice ale vectorilor din relatia
(4), rezulta coordonatele centrului de masa (C).
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2a. Cazul continuului neomogen

Tn acest caz densitatea domeniului (D) este variabil3 si are expresia: p = p(x,y, 2)
Elementul diferential de masa dm = p(x,y,z)dV, dacd domeniul (D) este
tridimensional, dm = p(x,y,z)dA, daca domeniul (D) este bidimensional si
dm = p(x,y,z)ds, dacd domeniul (D) este unidimensional.
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Tn celelalte cazuri :bidimensional si unidimensional formulele se adapteaza ih mod
corespunzator.

2b. Cazul continuului omogen



Tn acest caz, densitatea domeniului (D) este constantd p = const. Elementul
diferential de masa dm = pdV, daca domeniul (D) este tridimensional, dm =
pdA, daca domeniul (D) este bidimensional si dm = pds, daca domeniul (D) este
unidimensional.
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Daca domeniul (D) bidimensional
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Daca domeniul (D) este unidimensional spatial
J, xds J, vds J, zds (1)
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ds = ()2 + (y)? + (z)2du
Daca se considera ecuatia curbei
x=x(u),y =y),z=z(),
Si

ds = \/1 + f'?(x) dx

Tn cazul unei curbe plane y = f(x).



Exemple particulare

- pozitia centrului de masa pentru arcul de cerc:
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Figura 1a — Arc de cerc
x = R - cos 8 — proiectia lui R pe axa x
tg (d0) =do = % de care rezulta dL = R - d€.
Rezultand:
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vy, = 0 —axa Ox este axa de simetrie



- pozitia centrului de masa pentru sectorul circular:
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- pozitia centrului de masa pentru un cilindru de raza R si inaltime h:
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Figura 1c —Cilindru
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Echilibrul sistemelor materiale

1.Introducere in statica

Echilibrul sistemelor materiale constituie obiectul de studiu al primei parti din
Mecanica, iar celelalte capitole care au precedat acest capitol au asigurat
cunostintele necesare exprimarii conditiilor de echilibru ale sistemelor materiale.

Sistemele materiale se pot afla in doua situatii:

- sisteme libere, daca pot ocupa orice pozitie in spatiu, fara restrictii,
- sisteme legate, daca au restrictii de miscare. Aceste restrictii se numesc
legaturi.

Legaturile suprima din gradele de libertate ale sistemului material liber. Un sistem
material supus la legaturi va avea mai putine GL decat acelasi sistem material liber.
Analitic o legatura este echivalenta cu o relatie intre parametrii de pozitie ai
sistemului material. Existenta acestor relatii face ca numarul parametrilor
independenti necesari definirii pozitiei, fata de un reper, sa scada, respectiv sa-i
anuleze posibilitatile de deplasare pe anumite directii.

1.1 Grade de libertate (GL)

Gradele de libertate ale sistemelor materiale sunt reprezentate de posibilitatile lor
de deplasare.

Pozitia unui sistem material in spatiu se determina in functie de anumiti parametri
geometrici: coordonate, unghiuri in sistemul de referinta ales.

Numarul gradelor de libertate ale unui sistem material, este egal cu numarul de
parametri geometrici independenti, necesari pentru a determina pozitia sa in
spatiu sau in plan.

1.2 Axioma existentei fortelor de legatura:

Orice legatura este echivalenta, din punct de vedere mecanic, cu o forta de legatura
sau reactiune.

Clasificarea legaturilor:

- legaturi simple, suprima 1 GL

- legaturi complexe, suprima mai multe GL



- legaturi unilaterale, obliga sistemul material de a nu parasi legatura intr-un sens
al deplasarii suprimate de legatura

- legaturi bilaterale obliga sistemul material de a nu parasi legatura ambele sensuri
ale deplasarii suprimate de legatura

-legaturi punctuale, contactul dintre sistemul material si legatura se face intr-un
singur punct

- legaturi pe un domeniu, contactul dintre sistemul material si legatura se face in
mai multe puncte ce apartin unei curbe sau unei suprafete

- legaturi lucii (fara frecare) intre sistemul material si legatura nu exista frecare

- legaturi aspre (cu frecare) intre sistemul material si legatura exista frecare

1.3 Axioma eliberarii de legaturi:

Un sistem material legat se poate elibera de legaturile sale, astfel el se transforma
intr-un sistem material liber. Tn locul legaturilor se introduc, pe sistemul material,
forte de legatura sau reactiuni.

1.4 Teorema fundamentala a staticii:

Un sistem material liber, se gaseste in echilibru (repaus), daca fortele care
actioneaza pe el formeaza un sistem de forte echivalent cu zero.

2.Statica punctului material
2.1 Punctul material liber

Punctul material liber are in spatiu 3 GL, egal cu numarul parametrilor geometrici
independenti necesari pentru a determina pozitia sa fata de un reper ales. Acesti
parametri sunt coordonatele sale. Pot fi alese coordonatele carteziene, cilindrice
sau sferice.

Celor trei grade de libertate carteziene li se asociaza miscarile punctului material
pe axele Ox, Oy si Oz in ambele sensuri.
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Figura 2 - Punct material pe o suprafata

n plan punctul material are dou3 grade de libertate, coordonatele sale carteziene
sau coordonatele polare.
Problema fundamentala a staticii punctului material liber este urmatoarea:
Se da punctul material si fortele care actioneaza pe el. Se cere sa se determine
parametrii care determina pozitia (pozitiile) sa de echilibru.
Rezolvarea problemei
Pentru rezolvarea problemei aplicam teorema fundamentala a staticii.
Punctul material este actionat de un sistem de forte concurente sau concurente si
coplanare.{ﬁi}. Relatia vectoriala de echivalenta cu zero a unui sistem de forte
concurente este:
R=0. (12)
Daca scriem expresiile analitice ale vectorilor din relatia (12) avem:
F; = Fyi+Fyj + Fik
R=R,i+Ryj+R,k

n n n
Re=) Fur Ry=)Fy Ro=)F,
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Proiectand aceasta relatie pe axele sistemului cartezian de referinta obtinem
ecuatiile scalare de echilibru necesare rezolvarii problemei.



Rezolvand acest sistem de ecuatii obtinem necunoscutele, care definesc pozitia de
echilibru a punctului.
Daca echilibrul punctului material se stabileste in planul xOy avem:

Fi = Fixz + Fiy]_.
R=R,i+Ry,j
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