Curs 8

2.2 Punctul material legat

Punctul material liber are in spatiu 3 GL si in plan 2 GL. Legaturile aplicate punctului
suprima din gradele sale de libertate astfel ca el are restrictii de miscare, sau este
fixat atunci cand legaturile suprima toate gradele de libertate. Legaturile aplicate
punctului sunt: suprafata, curba, firul sau bara.

Problema fundamentala a staticii punctului material legat este urmatoarea:

Se da punctul material, fortele care actioneaza pe el si legaturile la care este supus.
Se cere sa se determine parametrii care determina pozitia (pozitiile) sa de echilibru
si reactiunile legaturilor.

2.2.1 Punct material pe o suprafata lucie

Consideram un punct material aflat pe o suprafata lucie de ecuatie f(x,y,z) = 0,

data in forma implicita. Punctul este actionat de un sistem de forte concurente F;.
Suprafata suprima punctului un GL si anume posibilitatea de miscare pe directia
normalei. Cele doua GL ramase sunt deplasarile pe doua axe din planul tangent la
suprafata.
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Figura 1 — Punct material pe o suprafata lucie



Conform axiomei existentei fortelor de legatura, din punct de vedere mecanic,
suprafata este echivalenta cu o forta de legatura (reactiune) IV, pe directia normala,
care actioneaza si ea asupra punctului material.

Aplicand axioma eliberarii de legaturi punctul material poate fi considerat liber aflat
sub actiunea fortelor date ﬁi si a reactiunii N.

Aplicand teorema fundamentala a staticii rezulta ecuatia vectoriala de echilibru:
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gradientul este un vector ale carui componente sunt derivatele partiale ale lui f si
are directia normala la suprafata f.

Scriind expresiile analitice ale vectorilor din ecuatia (2) rezulta:
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proiectand ecuatia vectoriald de echilibru (3) pe axele reperului cartezian rezulta
ecuatiile scalare de echilibru:
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https://ro.wikipedia.org/wiki/Derivat%C4%83_par%C8%9Bial%C4%83

Rezolvand sistemul de ecuatii (4), rezulta coordonatele pozitiei de echilibru a
punctului material pe suprafata f x,,y,,Z, si marimea reactiunii |N|:
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Impartind succesiv primele 3 ecuatii din sistemul (4) cu é,é,s—i rezulta o alta

Y=Yo

forma a ecuatiilor carteziene de echilibru:
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Daca ecuatia suprafetei este data in forma explicita:
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Rezolvand sistemul de ecuatii (6), rezulta necunoscutele problemei coordonatele
pozitiei de echilibru a punctului material pe suprafata f x,,y,,2, si marimea
reactiunii |N|:
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2.2.2 Punct material pe o curba lucie
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Figura 2 — Punct material pe o curba lucie

Consideram un punct material aflat pe o curba lucie (C), de ecuatii:

fl(xiyrz) = 0
f2(x,y,2) = 0,

date in forma implicita. Curba (C) reprezinta intersectia suprafetelor f; sif5.

Punctul este actionat de un sistem de forte concurente ﬁi. Curba suprima
punctului doua GL si anume posibilitatea de deplasare in planul sau normal. Gradul
de libertate ramas reprezinta deplasarea pe tangenta la curba.

Conform axiomei existentei fortelor de legatura, din punct de vedere mecanic,

_,
curba este echivalenta cu o forta de legatura (reactiune) N, cuprinsa in planul
normal , care actioneaza si ea asupra punctului material.

Aplicand axioma eliberarii de legaturi punctul material poate fi considerat liber aflat

sub actiunea fortelor date F; si a reactiunii N.
Aplicand teorema fundamentala a staticii rezulta ecuatia vectoriala de echilibru:

N+R=0 (7)
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Rezolvand sistemul de ecuatii (8) rezulta coordonatele pozitiei de echilibru a

,
punctului material pe curba (C) x,, ¥,, Z, Si marimea reactiunii |N|:
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Daca ecuatia curbei (C) este data in forma explicita:
Z = (X, y)
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Ele se pun sub forma:
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Mai departe se tine seama de urmatoarele relatii:
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si se scriu ecuatiile scalare de echilibru conform relatiilor (8).



3. Statica corpului solid rigid (CSR) liber

Corpul solid rigid are, in mecanica, doua modele fizice.

a. sistem de puncte materiale, in care CSR este privit ca o multime de puncte
materiale legate intre ele prin forte de interactiune. in acest caz CSR este
divizibil pana la nivelul punctului material.

b. Continuu material, in care CSR este o masa continua de materie, infinit
divizibila

Proprietatea de rigiditate presupune ca distanta dintre doua puncte ce apartin

corpului este invariabila in raport cu pozitia sa, sau ca CSR este indeformabil.

3.1 Corp solid rigid liber

Grade de libertate

Numarul gradelor de libertate ale CSR este egal cu numarul parametrilor geometrici
independenti necesari determinarii pozitiei sale in spatiu sau in plan. Considerand
primul model fizic al CSR, pentru a determina pozitia sa in spatiu este suficient sa
se cunoasca pozitia a 3 puncte necoliniare ce apartin CSR.

Cunoscand coordonatele celor 3 puncte A; (X1, Y1, 21), A5 (x5, V5, 25), A3 (X3, V3, Z3)
se pot determina coordonatele oricarui punct A;(x;,y;, z;) ce apartine corpului,

dacd se cunosc distantele [; ; = A;Ay, i, = AjAy, 13 = AjA3,
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Figura 1 Corp solid rigid (CSR) in spatiu



(; —x)* + (; —y1)* + (2, —z1)* = li2,1
(o —x)2 + (i —y2)2 4+ (21 — 2,)* = li2,2
(o —x3)* + (v —y3)2 + (2, — 23)° = li2,3

Parametrii:

X1, Y1, 21
X2,Y2,2Z2
X3,Y3,23,

determina pozitia CSR in spatiu. Acesti parametri nu sunt independenti, intre ei
exista 3 relatii de legatura date de distantele dintre cele 3 puncte.

o =A14;, L3 = AyA3, 113 = A1 43

(1 =x)2+ (1 =) + (7 —2)* = 3,

(2 = x3)* + (V2 —¥3)* + (22— 2z3)* = I35 (12)
(x; —x3)° + (1 —¥3)° + (21 — 23)° = l%,3

Astfel intre cei 9 parametri sunt stabilite 3 relatii, iar numarul gradelor de libertate
ale CSR liber in spatiu este egal cu 6.

Aceste grade de libertate sunt 3 translatii pe directiile celor 3 axe ale sistemului
cartezian de referinta, in ambele sensuri si 3 rotatii in jurul acestor 3 axe in ambele
sensuri.

Numarul gradelor de libertate ale CSR in plan se stabileste cunoscand coordonatele
a doua puncte ce apartin corpului 4;(x1,v,), A,(x2,V,):

(x; — x1)2 + (i — J’1)2 = li2,1
(x; — xz)z + (i — y2)2 = li2,2

Parametrii

(13)

X1 V1

X2,Y2,



determina pozitia CSR in plan. Acesti parametri nu sunt independenti, intre ei exista
o relatie de legatura data de distanta dintre cele 2 puncte:

(01 — %)%+ (v —y2)? =1, (14)
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Figura 2 Corp solid rigid in plan(CSR)

Astfel intre cei 4 parametri este stabilita o relatie, iar numarul gradelor de libertate
ale CSR liber in plan este egal cu 3.

Aceste grade de libertate sunt 2 translatii pe directiile celor 2 axe ale sistemului
cartezian de referinta, in ambele sensuri si o rotatie in jurul unei axe perpendiculare
pe plan in ambele sensuri.

Problema fundamentala a staticii CSR liber este urmatoarea:

Se da corpul si sistemul de forte care actioneaza pe el. Se cere sa se determine
parametrii care determina pozitia (pozitiile) sa de echilibru.

Rezolvarea problemei

Pentru rezolvarea problemei aplicam teorema fundamentala a staticii.

CSR este actionat in general de un sistem de forte oarecare {Fi}. Relatia vectoriala
de echivalenta cu zero a unui sistem oarecare de forte este:

R=0

— - (15)

M,=0
Daca scriem expresiile analitice ale vectorilor din relatia (15) rezulta ecuatiile
scalare de echilibru:
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Rezolvand acest sistem de ecuatii obtinem necunoscutele, care definesc pozitia de
echilibru a CSR.

Ecuatiile scalare de echilibru rezulta si din ecuatiile vectoriale:

(18)

Daca CSR este actionat de un sistem de forte coplanare atunci relatiile vectoriale
de echilibru sunt:

{}iz 0. (19
M, =0

Daca planul xOy este planul fortelor, proiectand relatiile (19) pe cele trei axe avem:

R, =0
Ry =0 (20)
M,, =0

ecuatiile scalare de echilibru rezulta si din ecuatiile vectoriale:
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Sau din relatiile:

MA =0
?lexi =0

Daca CSR este actionat de un sistem de forte paralele atunci relatiile vectoriale de
echilibru sunt:

Daca axa 0z este directia comuna a fortelor, proiectand relatiile (23) pe cele trei axe
rezulta ecuatiile scalare de echilibru:

R,=0
My, =0 (24)
M,, =0



