Curs 9

3.2 Corp solid rigid legat
3.2.1. Legaturi aplicate CSR

a) Reazemul simplu
Este legatura care obliga un punct al CSR sa ramana in contact cu o suprafata sau
Cu o curba.

plan
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Figura 1 — Reazem simplu

Daca solidul rigid se gaseste pe o suprafata sau pe o curba atunci este impiedicata
deplasarea acestuia dupa directia normalei la suprafata sau a normaleila curba, dar
este posibila deplasarea acestuia in plan tangent la suprafata sau dupa directia
tangentei la curba si rotirea in jurul punctului considerat.

Astfel reazemul simplu suprima corpului un grad de libertate, ramanand libere 5
grade de libertate.

Conform axiomei existentei fortelor de legatura, reazemul simplu este echivalent
cu o reactiune pe directia deplasarii suprimate (normalei).

Sensul rectiunii este sensul in care corpul poate parasi reazemul, daca acesta este
unilateral sau oricare daca este bilateral.



Observatii

Reazemul simplu poate fi realizat si daca legam CSR de un punct fix din spatiu cu
ajutorul unei tije (bara rigidd) numita pendul. Reactiunea in acest caz apare pe
directia pendulului.

Figura 2 — Pendul (tija rigida)

Daca punctul de contact dintre CSR si suprafata de reazem este un punct singular
reactiunea apare pe directia normalei la corp.
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Figura 3 — Directia reactiunilor ce apar in cazul reazemului simplu
(rezemari pe suprafetele de contact)

Reprezentarea conventionala a reazemului simplu:
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Figura 4 — Reazem simplu — reprezentarea conventionala



b) Articulatia
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Figura 5 — Articulatia sferica

Articulatia este legatura care fixeaza un punct al unui solid pe o suprafata.
Articulatia poate fi:

- sferica: cand sunt anulate solidului rigid 3 grade de libertate si anume deplasarile
pe directiile a trei axe ortogonale, lasand posibile numai rotatiile acestuia in jurul
acestor axe. Fiind suprimate deplasarile pe trei directii ortogonale ce trec prin
punctul fix, este suprimata deplasarea pe orice directie ce trece prin acest punct.
Tn acest caz solidul este actionat de un sistem de forte in spatiu (oarecare).



Reactiunea care apare in articulatie este o forta de marime si directie necunoscuta.
Ea se poate descompune in componente pe directiile celor trei axe ortogonale.

Articulatia sferica este echivalenta cu trei reazeme simple pe directiile celor trei axe
ortogonale.

- cilindrica: daca deplasarea pe directia uneia din cele trei axe este posibila
articulatia se numeste cilindrica. Astfel sunt anulate doua grade de libertate ale
solidului si anume deplasarile pe directiile celorlalte doua axe. Gradele de libertate
ramase sunt rotirile in jurul celor trei axe si deplasarea pe o axa. Reactiunea este
cuprinsa in planul axelor pe directiile carora nu este permisa deplasarea.

Daca CSR este actionat de sistem de forte coplanare, articulatia se numeste
articulatie plana.

Articulatia plana suprima doua grade de libertate ale CSR in plan si ramane un grad
de libertate sianume rotirea in jurul unei axe perpendiculare pe planul fortelor, axa
care trece prin articulatie.

Figura 6 — Articulatia cilindrica



- plana (planul xOy) - reprezentarea conventionala
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Figura 6 — Articulatia plana

c) Incastrarea

Tncastrarea este legdtura care suprimd unui CSR toate gradele de libertate.
Corpul nu mai are nici o posibilitate de miscare.

- Tncastrarea spatiala fixeazd o sectiune a CSR. Corpul este actionat de un
sistem de forte oarecare. O sectiune a corpului defineste pozitia sa in spatiu.
Daca aceasta sectiune este fixata rezulta ca incastrarea spatiala fixeaza CSR
in spatiu. Fiecare punct al acestei sectiuni se comporta ca o articulatie sferica



in care iau nastere reactiuni de marime si directie necunoscute. Efectuand
reducerea acestor reactiuni in centrul de greutate al sectiunii, obtinem un

vector rezultant R si un moment rezultant M, care sunt reactiunile in

incastrare.

sectiunea de
incastrare

Figura 7 — Incastrarea spatial3

- Tncastrarea plan3 fixeazd CSR in planul fortelor. Corpul este actionat de un
sistem de forte coplanare. incastrarea pland este echivalentd cu o reactiune

o —>
forta R aflata in planul fortelor si un moment reactiune M, care este
perpendicular pe planul fortelor.
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Figura 8 — Incastrarea plana
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Observatii:

a) Bara incastrata la un capat (consola)

Figura 9 — Consola

b) Grinda simplu rezemata



https://www.ct.upt.ro/studenti/cursuri/ungureanu/Curs5_MC.pdf%20-%20pagina%2022
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Figura 10 — Grinda simplu rezemata
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3.2.2 Problema fundamentala a staticii CSR legat:

Problema fundamentala a staticii CSR legat este urmatoarea:

Se da corpul, sistemul de forte care actioneaza pe el si legaturile la care este supus.
Se cere sa se determine parametrii care determina pozitia (pozitiile) sa de echilibru
si reactiunile legaturilor.

Rezolvarea problemei fundamentale a staticii CSR legat:

- se determina numarul gradelor de libertate ale CSR. Daca echilibrul corpului
se stabileste in spatiu numarul GDL este m = 6 — [ , iar daca echilibrul
corpului se stabileste in plan numarul GDLestem = 3 — L.

in care [ este egal cu numérul gradelor de libertate suprimate de legaturi (vezi
tabelul de mai sus, ultima coloana)

- se aplica axioma eliberarii de legaturi, introducand pe corp reactiunile
corespunzatoare legaturilor sale. Astfel CSR se transforma intr-un corp liber
- se aplica teorema fundamentala a staticii, rezulta astfel sistemul de ecuatii
vectoriale de echilibru:
{ R(F)+R(L)=0
Ubp () + Wo(L) = 0
In care

(1)

I_?)(ﬁl) este vectorul rezultant al sistemului fortelor exterioare {ﬁl} aplicate
corpului,
ﬁ(f) este vectorul rezultant al sistemului fortelor de legatura {Z} aplicate
corpului,
Mo(ﬁi) este momentul rezultant al sistemului fortelor exterioare {ﬁl}
aplicate corpului,
MO(Z) este momentul resultant al sistemului fortelor de legatura {Z}
aplicate corpului.

- Ecuatiile sistemului (1) se proiecteaza pe axele sistemului de referinta
triortogonal si se obtin ecuatiile scalare de echilibru in numar de 6, daca
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echilibrul corpului se stabileste in spatiu, si 3 daca echilibrul corpului se
stabileste in plan

- se rezolva sistemul de ecuatii scalare de echilibru, determinand
necunoscutele problemei.

3.2.3 Fixarea corpului solid rigid
- fixarea in spatiu

Pentru a fixa CSR in spatiu trebuie sa se suprime toate cele 6 GL prin aplicarea de
legaturi. Sunt necesare un numar minim de 6 legaturi simple dispuse in minim 3
puncte necoliniare. Daca legarea corpului este corecta , pozitia de echilibru este
determinata numai de legaturi si nu depinde de fortele aplicate . Legaturile trebuie
astfel aplicate Tncat reactiunile sa poata echilibra orice sistem de forte exterioare
aplicate. CSR poate fi fixat astfel:

- printr-o incastrare spatiala

- printr-o articulatie sferica, o articulatie cilindrica si un reazem simplu
- printr-o articulatie sferica si 3 reazeme simple

- prin trei articulatii cilindrice

- prin doua articulatii cilindrice si doua reazeme simple

- printr - o articulatie cilindrica si 4 reazeme simple

- prin 6 reazeme simple (penduli)

3)
Figura 11 — Dispunerea incorecta a legaturilor
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Din scrierea ecuatiilor de echilibru rezulta un sistem de 6 ecuatii liniare de forma:
A-N+F=0 (2)

Tn ecuatia matriceald (2) avem:

N este vectorul marimilor reactiunilor

F este vectorul marimilor fortelor exterioare

Matricea A depinde de dispunerea legaturilor.

Daca legaturile sunt corect dispuse, marimile reactiunilor depind numai de fortele
exterioare.

Sistemul de ecuatii (2) este compatibil determinat, deci are solutie unica.

Un mod de a verifica daca CSR este corect fixat este de a calcula determinantul
matricei A. daca detA # 0 legaturile sunt corect dispuse pentru a-l fixa, In caz
contrar legaturile nu sunt corect dispuse pentru a-l fixa.

- fixarea in plan

Pentru a fixa CSR in plan trebuie sa se suprime toate cele 3 GL prin aplicarea de
legaturi. Sunt necesare un numar minim de 3 legaturi simple dispuse in minim 2
puncte. Daca legarea corpului este corecta , pozitia de echilibru este determinata
numai de legaturi si nu depinde de fortele aplicate . Legaturile trebuie astfel
aplicateincat reactiunile sa poata echilibra orice sistem de forte exterioare aplicate.
CSR poate fi fixat astfel:

- printr-o incastrare plana
- printr-o articulatie plana si un reazem simplu
- prin 3 reazeme simple (penduli)
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e Fixarea prin 3 penduli

03
; /
"‘*-Oi\/
\0—91\
— “~--~-\,;\(3>§ N
. F T 3
M 7%7(3)
i
N,

Figura 12 — Fixarea CSR in plan
Consideram situatia din Fig. 12 in care directiile pendulilor sunt (1),(2),(3) si

determina triunghiul 010,03. Scriem ecuatiile de echilibru in raport cu punctele O1
,02,03:

n

hl N1 +ZM01(ﬁl) =0
i=1
n

hz N2 + ZMoz(F_)i) ES O
i=1

n
h3 N3 + ZM03(F_)1') ES O
i=1

In care hy, h,, hy sunt bratele reactiunilor N, N,, Ns.

Tn acest caz matricea A este:

h, 0 0
0 0 hs
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Det(A)=h1 'hz'h3 # 0
Legaturile sunt corect dispuse.

Daca directiile celor trei penduli sunt concurente, ei nu fixeaza corpul, acesta are
posibilitatea de a se roti in jurul punctului de concurenta in acest caz.

Det (A) =0
NI
.
Ol > e

®3)

D
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Figura 13 — Dispunerea incorecta a legaturilor —
directiile pendulilor sunt concurente
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e Fixarea prin intermediul a doi penduli paraleli si un alt treilea dispus dupa o
directie oarecare
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Figura 14 — Fixarea prin intermediul a 3 penduli din care 2 au directii
paralele

‘ZMOZ ~0 ra-1v1+21v101(Fi) ~0
ZMOl:O <=><a'N2+ZM02(Fl)=O

kZXi=0 kN3-cosa+ZXi(Fi)=O

-

Matricea A fiind:

a O 0
0 a 0 |iardetd = a?-cosa.

0 0O cosa

A=

Pentru ca determinatul det A sa fie nenul avem doua conditii:

a) Pendulii sa nu fie confundatia + 0
b) al treilea pendul sa nu fie paralel cu ceilalti doi a + g
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Figura 15 — Dispunerea incorecta a legaturilor —
directiile pendulilor sunt paralele
O dispunere a celor trei penduli paraleli nu este corecta deoarece corpul se poate
misca pe directie orizontala (miscare de translatie).

e Fixarea prin intermediul a unei articulatii si a unui reazem simplu

E;

Figura 16 — Fixarea prin intermediul unei articulatii si a unui reazem simplu

Se scriu ecuatiile de echilibru astfel:
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‘EMB = r—l-VA+ZMB(1~})=0

{ZMA =0 &4 l-NBsina+ZMA(Fi) =0
kZXi =0 \Ha — Np cosa+ZXl-(Fl-) =0

Matricea A fiind:

—1 0 0
A=|0 Isina 0 |iardetd = —I?"sina.
0 —cosa 1

Pentru a fixa CSR, detA # 0, sina # 0 - a # 0:

Figura 17 — Dispunerea incorecta a legaturilor
pentru grinda simplu rezemata

e Fixarea prin intermediul a uneiincastrari (consola)

Va

Figura 18 — Consola

Se scriu ecuatiile de echilibru astfel:
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fZXi - fHA+ZXi(Fi) -0
<2Yi=o <:><VA+ZYL-(FL-)=O

\ZMA =0 (M +ZMA(Fi) ~0

Matricea A fiind:

1 0 0
A=|0 1 oliardetA=1%#0@).
0 0 1

Sisteme critice

Daca det A = 0 rezulta ca legaturile sunt incorect dispuse. Adica corpul se poate
deplasa (translatii sau rotiri). Aici putem sa avem doua cazuri:

- 1n pozitia deplasata corpul nu este in echilibru, detA = 0,

- n pozitia deplasata (in vecinatatea pozitiei initiale) CSR isi gaseste pozitia de
echilibru (datorita configuratiei legaturilor), adica detA # 0 dar detA4 = 0.
Altfel spus, solidul sub actiunea fortelor exterioare F; inregistreaza mici
deplasari (infinitezimale), dupa care devine fixat. Se observa ca valorile
reactiunilor in aceste cazuri sunt foarte mari in comparatie cu restul
reactiunilor ( vezi Fig. 17).

3.2.4 Fixarea punctului in plan

Punctul in plan are 2 GDL — translatii dupa axele Ox si Oy. Deci, avem nevoie de 2
legaturi simple pentru a fixa punctul in plan. Tn spatiu avem nevoie de 3 legaturi
simple (caz netratat in prezenta lucrare).
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Figura 19 — Fixarea punctului in plan

Ecuatiile de echilibru se scriu:

zXl:O
=
D

N; cosa; + N, cosa, + EXi(Fi) =0

=
N;sina; + N, sina, + EYi(Fi) =0

Determinatul sistemului fiind:

cosa; cosa,
sina; Ssina, |

Adica
sina, - cosa; —sina, " cosa, # 0,
sin(a; —aq) # 0,
a, —a, # k-m.

Ceea ce ne conduce la restrictiile ca directiile firelor (1) si (2) sa nu fie suprapuse.
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Sistem critic:

Daca cele doua fire sunt in prelungire unul fata de celalalt iar rezultanta
fortele exterioare F; este verticalad (putem sa o consideram greutatea punctului O):

0, A 01

N| ~
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Figura 20 — Sistem critic la fixarea punctului in plan

Daca scriem doar ecuatia de echilibru a fortelor pe orizontald (componentele
orizontale ale fortelor), rezultda ca N; = N, = N iar pe verticala o sa avem ecuatia
de echilibru:

2Ncosa—F =0=

F

= N=—.
2cosa

Cumcosa =0, a =—,rezultaca N » oo,

NI
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